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Z��Å(53 �d���Y ¹Â������» �Z��Ì�����] �(53� {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a É�Ä�� ��·Z�����» �{ ((* �Y Ã{Z��̈ ��f���Y
�{ Ê��m�Z��y ®��Ë���v��e ®��Ë Ä��] x���Z��a �{ ���¤��» ÉZ��Å�½Á�Â��¿ d��Ì��·Z�� ��§ É�Ä������YÁ Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��ËZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a
Ä��] �|��¿�Y{ ((* É�Ä��À��Ì��»�����a µZ��À��́ ��Ì��� Z��] Ä�����ËZ��¬��» �{ Ê��°��qÂ��̄ �Z��Ì�����] É�Ä��À��»Y{ Á |��À��À��̄ �Ê��» �Â��Æ��� ((*
(53 µZ��À��́ ��Ì��� ÉÂ��́ ��·Y kY���z��f���Y ½Á���°��À��� É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ¹Â������» �Â��� Ä��] ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å

�{Á��Ê��» d���{ �Y d��̂��i�®��e ���Å ÉÂ��́ ��·Y �{ {Â��mÂ��» cZ���Ô���Y �Á� ¾��ËY �{ Z��»Y �{���Ì��³�Ê��» c�Â���
���]Z��À��» �Â��̄ É�Z���Y|��m Á Â��́ ��·Y ���Ì��z�����e ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ É|��À��¼�����Y ÉZ��Å�Y���]Y É|�� ��4]Á{ ÉZ��Å��Á�
µZ��À��́ ��Ì��� �Y {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ cZ���Ô���Y kY���z��f���Y �{ ���Ì��¿ Z��Å��Á� ¾��ËY �Y Ê��y���] �|��À��f�����Å �%66�
Á{ ���] |��À��¿YÂ��e�Ê��» Z��Æ��À��e ½Z����É|�� ��] Á{ cY} ¶��Ì��·{ Ä��] Z��Å��Á� ¾��ËY {Â��mÁ ¾��ËY Z��] �|��¿Y�Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ((*
Ã|�����d��̂��i µZ��À��́ ��Ì��� ,Z��Å{���]�Z��̄ �Y É�Z��Ì�����] �{ Ä��̄ d���Y Ê��·Z��u �{ ¾��ËY �|��¿Â��� µZ��¼���Y ½Z��°��» Á ½Z��»� |�� ��]
�Y���]Y |��À��¿YÂ��e�Ê��» É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� Á Z��Å�Â�����¿Z��e �d���Y cZ���Ô���Y ÉY�Y{ |�� ��4] ¾��Ë|��À��q �{
¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À���Z��] Ä�� ��·Z�����» {�Â��» µZ��À��́ ��Ì��� ¦��̧��f��z��» {Z�� ��]Y cZ���Ô���Y �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Á ���̈ ��u ÉY���] É|��À��¼��e�|��«

�|��¿Y�Ä��f��§���³ �Y���« µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» �Z��Ì�����] ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ Z��Å��Á� ¾��ËY ¶��Ì��·{
ÉÁZ��u ((* µZ��À��́ ��Ì��� ��Y{���a �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ ÉÁ� Ã|��� ¹Z��n��¿Y cZ�� ��·Z�����»
É�Z���Y|��m ÉY���] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y µÁY ÃÁ���³ �{���̄ º��Ì�����¬��e Ê��̧��̄ É�Ä��f���{ Á{ Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� (53
É�Ä��Ë���n��e ¹Á{ ÃÁ���³ Á |��À��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y (53 ÉÂ��́ ��·Y kY���z��f���Y Á (53 ÉÁZ��u ÉZ��Å�Ã{Y{ �{ ���]Z��À��»

�|��¿Y�Ä��f�����] �Z��̄ Ä��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] Y� É�Â�����¿Z��e
Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� �{ Ã{���f�����³ �Â��� Ä��] ,���ËÓZ��] 5É���Ë~��a�¥Z����� ��¿Y ¶��Ì��·{ Ä��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e
5É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e Ä��̄ ,Z��Å��Á� ¾��ËY 5¾��Ë���e�[Â��̂��v��» �Y Ê��°��Ë �d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» É�Â�����¿Z��e

�d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» +2'$ ¹Z��¿ Z��] ,d���Y /'$
Ã|��� Ê��§��� ��» É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��» Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ 5|��Ë|��m �Á� ®��Ë Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ¾��ËY �{
�Z�����f��yY Ä��] Z��Ë ,+LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQLQDW $QDO\VLV Y� ½M Ä��̄ d���Y
º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��]Z��Ë��Y ÉY���] �d���Y 65'$ �Á� É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e �Á� ¾��ËY �º��ËY�Ã|��Ì��»Z��¿ ,+265'$
%&, ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��» Ä��] �Â��]���» 3��� VSHOOHU ®��Ë ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] ½M �Y ,É{Z��Æ��À�����Ì��a
�� ,�� Ê��f��«Á ,Ã�Â��� Á{ ÉY���] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Â��� Ä��] Á º��Ë{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y &RPSHWLWLRQ ,,,�'DWDVHW ,,
�� ,��/� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ \��Ì��e���e Ä��] ,{Â��� Ã{Z��̈ ��f���Y ½Â��f���������� ���Å ÉY���] �Y���°��e � Á
¾��ËY ���] Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� ���ËZ��� Z��] d��]Z��«� d��Ì��̧��]Z��« Ô��»Z��̄ +265'$ �d���Y �Ã|��»M d���{ Ä��] ��/� Á

�d���Y Ä��f��§���³ Ê�����Ì��a Z��Å�½M 5Ê��»Z��¼��e �Y Z��̂ ��Ë���¬��e Á {�Y{ Y� |��¿Y�Ã|��� µZ��¼���Y ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��»
É{Z��Æ��À�����Ì��a ¹���§ ,3��� VSHOOHU �{ d������a���� ½Á|��] 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��Ì��¼��ÅY Ä��] Ä��mÂ��e Z��] ¾��Ì��À��q�º��Å
�Á� ¾��ËY ½{���̄ É�Â�����¿Z��e d��Ì��¬��§Â��» ¹|��� ¶��ËÓ{ Ê�������] Ä��] Á º��Ë{���̄ Ê��§��� ��» Y� ½M É�Â�����¿Z��e

�º��Ì��f��yY{���a

�É|��Ì��̧ ��̄ cZ��¼��̧ ��̄

+2'$ �+265'$ � 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e � É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e � {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a �Z��f��yZ��� ���
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y� º��f�����Ì��� ���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3��� 6SHOOHU º��ËY{Y�Z��a ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É|��À��]����¼��m ���

�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É�Y~��³{Z��¼��¿ ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /'$ �����
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�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 65'$ �����

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É�Â�����¿Z��e ���̂��m ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Z��Å�½M ½Z��Ì��» cZ��Ì��̧��¼��� Á Z��Å�Â�����¿Z��e �����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ä��Ì��·ÁY ¦��Ë�Z�� ��e �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É�Â�����¿Z��e [���� �YÂ��¿Y �������
�� � � � � � � � � � � � � É�Â�����¿Z��e ���̂��m �{ º��Æ��» Ê�����Ë���eZ��» ÉZ��Å�[���� �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Â�����¿Z��e É��Ä��̂��e� �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � º��Æ��» �YÂ��y �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �����
�� � � � � � � � � � � � Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e � �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &3 É�Ä��Ë���n��e �����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e �������

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ê��³���ËÁ 5���ÅZ��̄ 5É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� Ê��̧��̄ É|��À��]�µÂ��»���§ �����
�� � � � � � � � � � � 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �������
�� � � � � � � � � � � � � &3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É�Y~��³{Z��¼��¿ �����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +2'$ �����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7//' �����
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�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� 6&3 Á &3 cÁZ��̈ ��e ®��Ì��eZ��¼��� ���ËZ��¼��¿ ���
�� � � ��� É�Ä��·Z��¬��» �{ �Y���°��e×½Z��»�×µZ��¿Z��̄ 5É|�� ��4] �Ä��� �Â�����¿Z��e 6&3 Á &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» ���

����



d��̈ ��Å µZ��°���Y d������Æ��§

�� � � � � � � � � � � � ��� �{ &3 Á 6&3 �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ã|����É�Z����Z��] É�Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ¶��Ì�����¿Z��f��a ���
�� � � � � � � � � � � � *&3 Á :&3 É�Ä��Ë���n��e Á{ Á &3 É�Ä��Ë���n��e Ä��] �Â��]���» É�Ä��À��Ë���Å ���]YÂ��e ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � �:&3�(.6 Á :&3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] (53 kY���z��f���Y ���
�� � � � � ���� Z��Å�½M Ê��¿Z��°��» Á Ê�����¿Z��̄ ���§�Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�¶��ËZ��§Á���a Z��] ÃY���¼��Å Ã�Â��u�|��À��q ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����� Ä��] �Â��]���» ���ËZ��»�M ÉZ��Å�®��Ë���v��e ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� 'RQFKLQ ¶��°��eÁ���a �{ 3��� VSHOOHU É�Ä��v��̈ ��� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� ����� º��f�����Ì��� �{ Z��Å{Á���f��°��·Y É���Ì��³�Y���« ¶��v��» ���
�� � � � � � � � � � � � � � � ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ d������a���� ½Á|��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e {���°��̧��¼��� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +265'$ �{ ���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y ���
�� � � � � � É{Z��Æ��À�����Ì��a ¦��«Â��e ����� Z��] +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a Ê�������] ���
�� � � � � � É{Z��Æ��À�����Ì��a ¦��«Â��e ����� Z��] +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a Ê�������] ���
�� � � � � � � � � � % É�Ã�Â��� 5��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Á{ Ã�Z��¼��� Ê��³���ËÁ 5�Ô��̄ Á{ É�Z��»M ���Ë�Â��e ���

Á +265'$ ÉY���] ���Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e \�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{� �Y{Â��¼��¿ ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 65'$

l��ËZ��f��¿ Á +265'$ ÉZ�����§���Ë� �Y �µZ��¿Z��̄ |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��»� µÁY ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� �{ µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y

�� � � � � � � � � %/'$ �{ |�� ��] ®��Ë ���] ½|��� ���ËÂ�����e �Y ���a 3��� |��«Z��§ Á 3��� �Ô��̄ Á{ ���



É�Z�����f��yY cZ��¼��̧ ��̄ d������Æ��§

%&, %UDLQ &RPSXWHU ,QWHUIDFH
(53 (YHQW 5HODWHG 3RWHQWLDO
+2'$ +LJKHU 2UGHU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
+265'$ +LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
/'$ /LQHDU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
65'$ 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
67'$ 6SDWLDO�7HPSRUDO 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV

d�����Å



� ¶�����§

�Z��f��̈ ��³����Ì��a

���ÅÁ���a É�Ã���Ì��́ ��¿Y ���

ÉZ��Å�Y� Á ���»� ¦�����̄ ©Z��f�����» ½Z�����¿Y ���Ì��a Z��Å�µZ��� �Y Á d���Y Ê��¿{��µZ��j��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a ÉY�Y{ ½Z�����¿Y ���¤��»

{�Â��» ���¤��» d��Ì��·Z�� ��§ d��̂��i ÉY���] Ã{���f�����³ c�Â��� Ä��] Ä��̄ d���Y Ê��ËZ��Å��Á� �Y Ê��°��Ë �((* �d���Y Ã{Â��] ���¤��» {���°��̧��¼���

ÉY���] Y� ���¤��» d��Ì��·Z�� ��§ |��À��¿YÂ��e�Ê��» ���Ì��¿ 0(* Á 3(7, I05, ½Â��r��¼��Å É���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á� �{���Ì��³�Ê��» �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y

Á Ã|��Ì��r��Ì��a ÉZ��Å ÃZ��́ ��f���{ Ä��] �Z��Ì��¿ ¹|��� ,½{Â��] Ä��À��Ë���Å�º��̄ ¶��Ì��·{ Ä��] ((* µZ��u ¾��ËY Z��] �|��¿�Z��� ���e�¾���Á� ½Z�����¿Y

�d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ê��°��Ì��À��Ì��̧��̄ Á Ê��ÅZ��́ �����ËZ��»�M µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» �Ê��¼��mZ��Æ��e���Ì��£ d��̂��i ���Ì��¿ Á º��n��u���a

Z��Å(53 �d���Y ¹Â������» �Z��Ì�����] �(53� �{Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a É�Ä�� ��·Z�����» �{ ((* �Y Ã{Z��̈ ��f���Y

((* �{ Ê��m�Z��y ®��Ë���v��e ®��Ë Ä��] x���Z��a �{ ���¤��» ÉZ��Å�½Á�Â��¿ d��Ì��·Z�� ��§ É�Ä������YÁ Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��ËZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a

���¤��» x���Z��a Ê��́ ��¿Â��́ ��q �Y |��À��¿YÂ��e�Ê��» Z��Å(53 Ä��̄ Ê��eZ���Ô���Y Ä��] Ê��]Z��Ì��f���{ �{ ((* {���]�Z��̄ �|��À��À��̄ �Ê��» �Â��Æ���

Á ½Y�Z��¼��Ì��] Ê�����z��]�½YÂ��e ,Ê��°��Ì��À��Ì��̧��̄ ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ Y� {Â��y ÃZ��́ ��ËZ��m ,|��À���Z��] Ä��f���Y{ ���§Y����Y ÉZ��Å{Y|��y� Ä��]

�d���Y Ä��f��§Z��Ë �%&,� �Ä��¿Z��ËY� ����¤��» ���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì���

{Â��y Ê��f��̄ ���u ÉZ��Å�¹Y|��¿Y �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ½Á|��] Z��e |��À��À��̄ �Ê��» ®��¼��̄ ½Z�����¿Y Ä��] Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì���

¾��ËY �{ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a ¶��Ì��̧��v��e Á ���Ì��z�����e ÉÁ� ¾��Ì��¼��Å �Y �|��Å{ ¹Z��n��¿Y Y� �������¿ {�Â��» ÉZ��Å�Z��̄

Ä��f���Y{ {���]�Z��̄ |��À��f�����Å Ê��f��̄ ���u cÔ��°�����» �Z��q{ Ä��̄ É{Y���§Y Ä��] Ê�����z��]�½YÂ��e Á ®��¼��̄ ÉY���] |��¿YÂ��e�Ê��» Z��Å�º��f�����Ì���
�(OHFWURHQFHSKDORJUDP
�1RQ�LQYDVLYH
�(YHQW 5HODWHG 3RWHQWLDO
�%UDLQ�&RPSXWHU ,QWHUIDFH

�



� �Z��f��̈ ��³����Ì��a �� ¶�����§

ÉY�Y{ ½Y�Z��¼��Ì��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� Á ���Ì��z�����e Ä��] ½YÂ��e�Ê��» {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ¾��Ì��À��r��¼��Å �|���Z��]

�d��yY{���a ���� Á ½|��¿YÂ��y cÔ��°�����» ,���̄ ���¼��e ¶��°�����» ���Ì�����¿� Ê��À��Å} cÔ��°�����»

µZ��À��́ ��Ì��� Z��] Ä�����ËZ��¬��» �{ Z��Å�½M ®��qÂ��̄ �Z��Ì�����] É�Ä��À��»Y{ |��À��̄ �Ê��» ���Ì��́ ��¿Y���]����·Z��q Y� Z��Å(53 É�Ä�� ��·Z�����» Ä��q�½M Z��»Y

¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ½{Â��] ���̈ ��� ����§ Z��] (53 ÉÂ��́ ��·Y kY���z��f���Y ¹Â������» �Â��� Ä��] ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d���Y ((* É�Ä��À��Ì��»�����a

|��¿YÂ��e�Ê��» �Á� ¾��ËY �{���Ì��³�Ê��» c�Â��� ½Á���°��À��� É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ,Ä��À��Ì��»�����a µZ��À��́ ��Ì��� É�Z��»M

¶��]Z��¬��» �{ Z��»Y -|��À��̄ �Z��°���M Ê��]Â��y Ä��] Y� ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�®��Ë���v��e �{ Ã|��� Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a ÉZ��Å�d��ÅZ��̂���

É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Á� É�Ã�Z��]�{ Ä��mÂ��e ¶��]Z��« É�Ä��f��°��¿ �{Á��Ê��» d���{ �Y �d��̂��i�®��e ���Å ÉÂ��́ ��·Y �{ {Â��mÂ��» cZ���Ô���Y

Ê��¿Á���Ì��] cZ��«Z��̈ ��eY Ä��] Ê��¿Z�����°��Ë x���Z��a ���ËZ��»�M ½Z��»� µÂ��� �{ ���¤��» Ä��̄ {Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y ����§ ¾��ËY Z��] Ä��̄ d���Y ¾��ËY

Á Ê��́ ��f�����y ¾��Ì��À��r��¼��Å Á |��¿Â����Ê��» ���]�Z��̄ ���̄ ���¼��e ¾��f��§� ¾��Ì��] �Y h���Z��] Ä��̄ Ê��̧��»YÂ��� Ä��̄ d���Y Ê��·Z��u �{ ¾��ËY �|��Å{�Ê��»

cZ���Ô���Y kY���z��f���Y Ê��§���� �Y �|��À��Å{�Ê��» �Y���« ���Ì��iP��e d��v��e Y� (53 �Á���] ÉÂ��́ ��·Y Á d��Ì��̈ ��Ì��̄ É|��u Z��e ,½{���̄ c{Z���

�d���Y Ê���Z��y d��Ì��¼��ÅY ÉY�Y{ %&, ÉZ��Å�º��f�����Ì��� ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ d��̂��i�®��e ���Å

Á Â��́ ��·Y ���Ì��z�����e ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ É|��À��¼�����Y ÉZ��Å�Y���]Y �10) Á 3&$ ,69' ���Ì�����¿� É|�� ��4] Á{ ÉZ��Å��Á�

�Y {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ cZ���Ô���Y kY���z��f���Y �{ ���Ì��¿ Z��Å��Á� ¾��ËY �Y Ê��y���] �|��À��f�����Å �%66� ����]Z��À��» �Â��̄ É�Z���Y|��m

|�� ��4] Á{ ���] |��À��¿YÂ��e�Ê��» Z��Æ��À��e ½Z�����Ë|�� ��4] Á{ cY} ¶��Ì��·{ Ä��] Z��Å��Á� ¾��ËY {Â��mÁ ¾��ËY Z��] �|��¿Y�Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ((* µZ��À��́ ��Ì���

|�� ��4] ¾��Ë|��À��q �{ Ã|����d��̂��i µZ��À��́ ��Ì��� ,Z��Å{���]�Z��̄ �Y É�Z��Ì�����] �{ Ä��̄ d���Y Ê��·Z��u �{ ¾��ËY �|��¿Â��� µZ��¼���Y ½Z��°��» Á ½Z��»�

�Â��¿ Ä��] Ä��f�����]� |��¿YÂ��e�Ê��» Ã|����d��̂��i µZ��À��́ ��Ì��� (53 ÉZ��Å����ËZ��»�M �{ ,�Z��y �Â��� Ä��] �d���Y cZ���Ô���Y ÉY�Y{

�{ �|���Z��] Ä��f���Y{ ���¿Z��̄ ���§ Á ½Z��°��» ,½Z��»� ,�Z��Å�Ã�Â��� ,����ËZ��»�M ���ËY���� ,�Z��Å�d��̂��i�®��e �Y Ê��eZ���Ô���Y ����ËZ��»�M

cZ���Ô���Y ½{Y{ �Y���« Ä��] �Z��qZ��¿ ,Ê�����Ë���eZ��» ÉZ��Å��Á� �{ cZ���Ô���Y ¾��ËY �Y ½Z��»��º��Å É�Ã{Z��̈ ��f���Y Ä��] ¶��ËZ��¼��e c�Â���

¾��°��¼��»���Ì��£ É{�YÂ��» �{ Á Ã|��Ì��r��Ì��a Y� l��ËZ��f��¿ ¶��Ì��̧��v��e �Z��̄ ¾��ËY Á {Â��] º��Ì��ÅYÂ��y ���Ë���eZ��» �Y |�� ��] ®��Ë �{ ¦��̧��f��z��» {Z�� ��]Y

É�Ä��¿Z��³Y|��m ��Y{���a µZ��j��» ÉY���]� {Z�� ��]Y ¾��ËY É�Ä��¿Z��³Y|��m ��Y{���a Ä��] ¶��ËZ��¼��e c�Â��� �{ ¾��Ì��À��r��¼��Å �{�Z����Ê��»

��Z��Å�Â�����¿Z��e �{Á��Ê��» d���{ �Y {�Y{ {Â��mÁ Z��Æ��¿M ¾��Ì��] ÓZ��¼��f��uY Ä��̄ Ê��̄ ���f�����» cZ���Ô���Y �Z��Å�Y���°��e Z��Ë Z��Å�Ã�Â��� cZ���Ô���Y

{Z�� ��]Y cZ���Ô���Y �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Á ���̈ ��u ÉY���] É|��À��¼��e�|��« �Y���]Y |��À��¿YÂ��e�Ê��» ,|��À��f�����Å É|�� ��]|��À��q ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ê�����ËZ��¼��¿ Ä��̄
�6LQJOH 7ULDO
�%OLQG 6RXUFH 6HSDUDWLRQ
�7ULDO
�7DVN &RQGLWLRQ
�6XEMHFWV

��7HQVRU



� �Z��f��̈ ��³����Ì��a �� ¶�����§

Y� �Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ cZ���Ô���Y |��À��¿YÂ��e�Ê��» ��É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� �|��À���Z��] Ä�� ��·Z�����» {�Â��» µZ��À��́ ��Ì��� ¦��̧��f��z��»

Ä��] ���� {���Ì��³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ¦��̧��f��z��» {Z�� ��]Y cZ���Ô���Y ¾��Ì��] �Z��̂��e�Y Ä��̄ |��À��ËZ��¼��¿ Ä��Ë���n��e �{Z�� ��]Y �{ ÉY�Ä��¿Â��³ Ä��]

���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì��� �{ Ã{Z��̈ ��f���Y ,%66 ,Â��́ ��·Y ���Ì��z�����e� ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ Z��Å��Á� ¾��ËY ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å

¹Â��̧��� Ê��°��Ì��À��Ì��̧��̄ Á Ê��eZ��¬��Ì��¬��v��e cÓYÂ��� Ä��] x���Z��a Á ���¤��» �{ d��Ì��·Z�� ��§ ®��Ë �Â��«Á ½Z��°��» ���Ì��z�����e ,Ä��¿Z��ËY�����¤��»

�|��¿Y�Ä��f��§���³ �Y���« µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» �Z��Ì�����] �[Z������Y

���ÅÁ���a ¥Y|��ÅY ���

Ã|��ÅZ�����» ((* ÉZ��Å Ã{Y{ ��Y{���a �Y Ê��̈ ��̧��f��z��» ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y

�Z��Å(53 É�Ä�� ��·Z�����» Á ����� �Â��«Á Ê��]Z��Ë�½Z��°��» ,�Z��y Ê�����¿Z��̄ ���§ |��¿Z��] ®��Ë �{ d��Ì��·Z�� ��§ ���Ì��z�����e µZ��j��» ÉY���] -{Â����Ê��»

���̄ ���¼��e (53 ÉÁZ��u ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ ���] ���ÅÁ���a ¾��ËY �{

�º��Ì��À��̄ �Ê��»

Ã{Z��̈ ��f���Y (53 ÉÁZ��u ÉZ��Å�Ã{Y{ ¶��Ì��̧��v��e Á ��Y{���a �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� �Y Ä��̄ Ê��ËZ��Å����ÅÁ���a

Ê��]Z��Ë�½Z��°��» Á (53 ÉÁZ��u ((* É�Ã{Y{ ���]Z��À��» É�Z���Y|��m µÁY ÃÁ���³ ¥|��Å �|��¿Â����Ê��» º��Ì�����¬��e ÃÁ���³ Á{ Ä��] |��¿Y�Ã{���̄

�Y ,¹Á{ ÃÁ���³ �d���Y [Z������Y ¹Â��̧��� Á Ê��f��yZ��À��� �¹Â��̧��� cZ�� ��·Z�����» �{ ½M {���]�Z��̄ Ä��̄ d���Y ���¤��» �{ Z��Å�½M �Â��«Á ¶��v��»

Z��Å�½�M ÉY���] Ä��̄ |��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y É|��À��]�Ä��¬��̂��� |��À��ËM���§ {Â��̂��Æ��] ¥|��Å Z��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e

���] ÃÁÔ��� ���ÅÁ���a ¾��ËY �{ �d���Y �Ã|��� ��Y���³ Ê��f��yZ��À��� ¹Â��̧��� cZ�� ��·Z�����» Á %&, ÉZ��Å�º��f�����Ì��� �{ Ê��ËZ��Å{���]�Z��̄

¹Á{ ÃÁ���³ ���] Ê��̧���Y ���̄ ���¼��e ,d���Y �Ã|��� Ê�������] Ê��y���] Ê��ËY�Z��̄ Á �Á���» µÁY ÃÁ���³ ÉY���] {Â��mÂ��» cZ��Ì��]{Y Ä��̄ �½M

�d���Y cÓZ��¬��»

É�Z��Ì�����] �{ Ä��̄ d���Y d��Ì��]Y~��m ÉY�Y{ d��Æ��m ¾��ËY �Y É�Â�����¿Z��e 5Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y

�{ ,µZ��j��» ÉY���] �|��À��À��̄ �Ê��» ¶��¼��� ,|��À��À��̄ �Ê��» d��§Z��Ë�{ �Y{���] ½YÂ��À��� Ä��] Y� Z��Å�Ã{Y{ Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� �Y ���f��Æ��] {�YÂ��»

Ä��¿ ,��+2'$ ¹Z��¿ Z��] ,��/'$ �Á� 5É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e Ä��̄ º��Ë|��Ì���� Ä��n��Ì��f��¿ ¾��ËY Ä��] Ã|��� ¹Z��n��¿Y ÉZ��Å�É�Z����Ä��Ì��̂���

Ä��̄ Ê��̧��WZ�����» Z��] Ä��Æ��mYÂ��» �{ Ä��°��̧��] ,d���Y ���e�ª��§Â��» /'$ �Y {�Y{ É���f��Æ��] É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e Ä��̄ Ê��ËZ�����§ ¾��f��§Z��Ë �{ Z��Æ��À��e

|��Ë|��m Ê��¼��f��Ë�Â��́ ��·Y Z��f���Y� ¾��ËY �{ ���d���Y ���eZ��¿YÂ��e �Z��Ì�����] �666 É�Ä��·P�����»� d���Y º��̄ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e
��7HQVRU 'HFRPSRVLWLRQ
��/LQHDU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
��+LJKHU 2UGHU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV

�{���̄ º��Ì��ÅYÂ��y d��̂��v��� ���e�¶�����̈ ��» Ã|��À��ËM µÂ�����§ �{ Ã�Z��]�¾��ËY �{��



� �Z��f��̈ ��³����Ì��a �� ¶�����§

�{ ½M Ê��ËY�Z��̄ Ä��̄ d���Y Ã|��� {Z��Æ��À�����Ì��a ,+265'$ ¹Z��¿ Z��] ,Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��»

�d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ê��]Z��Ë��Y {�Â��» 3��� VSHOOHU ®��Ë ½Z��³{Y{ É|��À��]�Ä��¬��̂���

Z��] �Á� ¾��ËY {Â��̂��Æ��] ½Z��°��»Y 3��� VSHOOHU�{ d������a���� ½Á|��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��Ì��¼��ÅY Ä��] Ä��mÂ��e Z��] ¾��Ì��À��q�º��Å

�d���Y Ã|��� Ê�������] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y ½{���] Ã���Æ��]

Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a �Z��f��yZ��� ���

�Á���» Ä��] ¹Â��� ¶�����§ �{ �d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y �Ä��ËZ��a º��Ì��ÅZ��̈ ��» Ê��y���] ���] ���Ë���� É�Á���» �Z��f���Â��¿ ¾��ËY ¹Á{ ¶�����§ �{

ÉZ��Å��Á� Á Z��Å�Y���]Y Ê��»Z��¼��e ¶��»Z��� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �º��Ë�Y{���a�Ê��» Ã|��� ¹Z��n��¿Y ���ÅÁ���a É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a

¾��ËY ÉYÂ��f��v��» Ä��̄ d���Y Ã{Â��] ½M ���] Ê�� ��� �{���̄ º��Ì��ÅYÂ��y �Â��m� Z��Å�½M Ä��] Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a É�Ä��»Y{Y �{ Ä��̄ d���Y Ê���Z��Ë�

�|���Z��̂��¿ �Ä��À��Ì��»�����Ì��a ÉZ��Å��Á� Á º��Ì��ÅZ��̈ ��» Z��] Ê��ËZ��À���M ÉY���] É���́ ��Ë{ ���̂��À��» Ä��] �Z��Ì��¿ Ä��̄ {Â��� [Z��z��f��¿Y É�Â��� ¶�����§

ÉY���] Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 5É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Á���» Ä��] ½M �{ Á {�Y{ �Z�����f��yY ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �Á���» Ä��] �Z��Æ��q ¶�����§

�{ �d���Y Ã|��� Ä��f��yY{���a Z��Å�(53 É�Ä�� ��·Z�����» �{ É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ Á 3��� VSHOOHU �{ É|��À��]�Ä��¬��̂���

���] ½M Ê��ËY�Z��̄ Á {Z��Æ��À�����Ì��a É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��» |��Ë|��m 5Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ º��f��Ë�Â��́ ��·Y ®��Ë ���� Á l��À��a ¶�����§

3��� ÉY���] d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� º��f��̈ ��Å ¶�����§ �{ �d���Y Ã|��� Ê��]Z��Ë��Y 3��� VSHOOHU ®��Ë ½Z��³{Y{ ÉÁ�

Ã|��� ¶��Ì��̧��v��e Á Ä�����ËZ��¬��» �Á� Á{ É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ Á {Z��Æ��À�����Ì��a ½M É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e Á Ã|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e VSHOOHU

�º��ËY�Ä��f��yY{���a Ã|��À��ËM ÉZ��Å����ÅÁ���a ÉY���] cY{Z��Æ��À�����Ì��a É�Ä��WY�Y Á É���Ì��³�Ä��n��Ì��f��¿ Ä��] ���yM ¶�����§ �{ d��ËZ��Æ��¿ �{ �d���Y

µ{Z�� ��» ½M �{ Ä��̄ d���Y Ã|��� Ã{Y{ �Y���« Ê�����Ì��̧��́ ��¿Y Ä��] Ê����Z��§ É�Ä��»Z��¿�Ã�YÁ ®��Ë Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ���yM cZ��v��̈ ��� �{ ¾��Ì��À��q�º��Å�

�d���Y Ã|��� Ã{�ÁM ,|��¿Y�Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ¾��f��» �{ cZ�� ��§{ Ä��] Ä��̄ ÉY�Ê����Z��§ cZ��¼��̧��̄ 5Ê�����Ì��̧��́ ��¿Y



� ¶�����§

Ä��ËZ��a º��Ì��ÅZ��̈ ��»

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

���] Ä��̄ Ê��ËZ��Å{Á���f��°��·Y É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Y� ½Z�����¿Y ���¤��» ÉZ��Å�½Á�Â��¿ d��Ì��·Z�� ��§ �Z��] ¾��Ì��·ÁY ÉY���] ����³���] ���� µZ��� �{

,½M �Y ���a Ä��Å{ ®��Ë {Á|��u �{�Y{ ¹Z��¿ ((* Ê��°��Ë���f��°��·Y d��Ì��·Z�� ��§ ¾��ËY �{���̄ d��̂��i {Â��] Ã{Y{ �Y���« Ä��¼��n��¼��m t������

{Â��y ÃZ��́ ��ËZ��m Ê�����ÅÁ���a Á Ê��°��Ì��À��Ì��̧��̄ ÉZ��Å{���]�Z��̄ �{ Á d��§���³ �Y���« [Z������Y ¹Â��̧��� ½Y���́ �����ÅÁ���a µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» ((*

�d��§Z��Ë Y�

�{Â����Ê��» [Â�����v��» ½M ±����] ¦�� ��� Ä�����¬��¿ ¾��ËY Á d���Y ���¤��» ÉZ��Å�d��Ì��·Z�� ��§ �Y Ê��̧��̄ �Z��Ì�����] É���Ì��³�Ã�Y|��¿Y ((*

Á É�Z���Y|��m ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d���Y ���¤��» �{ Ê��̂������ d��Ì��·Z�� ��§ ���̂��À��» Z��Å|��� \��Ì��̄ ���e �Y Ê�����ËZ��¼��¿ ((* ���«YÁ �{

®��Ë Z��] Ä��̄ d���Y Ä��f��̈ ��Æ��¿ ÉY�Ê��°��Ë���f��°��·Y ÉZ��Å�x���Z��a ((* �{ Z��»Y �d���Y ¶��°�����» ½M �{ �Z��y d��Ì��·Z�� ��§ ®��Ë ���Ì��z�����e

Ä��] Z��Ë {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a Ê��°��Ë���f��°��·Y ÉZ��Å�d��Ì��·Z�� ��§ ¾��ËY �|��À��f�����Å Ê��ËZ���Z��À��� ¶��]Z��« Ã{Z��� É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��»

®��Ë Ä��] Ä��f�����]YÁ ((* �{ Z��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a ¾��ËY �Â�����u Ä��̄ d���Y ¾��ËY �{ ¹Z��¿ ¾��ËY É�Ä�����Ë� �|��¿�Y{ ¹Z��¿ (53 �Z�����f��yY

�d���Y �Z��y {Y|��y�

Z��] Ä��̄ {Â��] Ä��f��§���³ �Y���« µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» ½Y���́ �����ÅÁ���a ½Z��Ì��» �{ Z��Å(53 É�Ä�� ��·Z�����» ���� É�Ä��Å{ ����YÁY �{

���¤��» {���̄ �Z��̄ d��yZ��À��� ÉY���] (53 Á ((* ÉY���] Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m Á{ ¾��ËY Ä��̄ d��§��Ê��» ½M º��Ì��] I05, Á 3(7 �Â��Æ���

{Â��y ÃZ��́ ��ËZ��m �{ ½M �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Ä��̄ |��� h���Z��] ((* d��̂��i ÃZ��́ ��f���{ ½{Â��] ¶��¼��u ¶��]Z��« Á Ê��¿Z��»� ¾���Â��·Á�� Z��»Y �|��¿Â���

����� |��¿Z��¼��] Ê��«Z��]

ÉZ��Å�º��f�����Ì��� �{�Y{ {���]�Z��̄ Ê��°��Ì��À��Ì��̧��̄ Á Ê�����ÅÁ���a É�Ã{���f�����³ ÉZ��Å�Ã�Â��u �{ Z��Å(53 �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ���Ì��¿ Ã�Á���»Y
�%HUJHU

�



� Ä��ËZ��a º��Ì��ÅZ��̈ ��» �� ¶�����§

�{ �|��¿�Y{ Ê��¼��Æ��» {���]�Z��̄ Z��Å�½M �{ Z��Å(53 Ä��̄ |��À��f�����Å É{�YÂ��» Ä��̧��¼��m �Y ,%&, �Z�����f��yY Ä��] Z��Ë ,�Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y�

ÉZ��Å�º��f�����Ì��� Á �3��� �Â�����y Ä��]� {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a Ê��·Z��¼��mY Ê�������] Ä��] Y|��f��]Y ¶�����§ ¾��ËY É�Ä��»Y{Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» Y� �3��� VSHOOHU� ½M {���]�Z��̄ ���a ÉZ��Å�º��ËY{Y�Z��a �Y Ê��°��Ë ���b��� �º��Ë�Y{���a�Ê��» %&,

��� {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���

|���|��À��q {Á|��u Ä��̄ |��À��f�����Å º��̄ �Z��Ì�����] É�Ä��À��»Y{ Z��] Ê��°��Ë���f��°��·Y ÉZ��Å�d��Ì��·Z�� ��§ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a

Ê��¿Z��»� µZ��À��́ ��Ì��� ÓÂ���Y ,((* �{ Z��Å(53 Ê�������] ÉY���] �|��¿Â����Ê��» ���ÅZ��� ((* �{ ®��Ë���v��e ®��Ë �Y |�� ��] Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��»

®��Ë {Á|��u Z��e ®��Ë���v��e �Y ¶��̂��« Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» |���|��À��q �Y {���]�Z��̄ Ä��] Ä��f�����] É|��À��]�Ä�� �����« ¾��ËY �{Â����Ê��» �É|��À��]�Ä�� �����«

Á{ ¾��ËY ÉZ��m Ä��] �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �{ �{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ HSRFK Z��Ë WULDO Z��Å�Ä�� �����« ¾��ËY Ä��] �{Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y ½M �Y |�� ��] Ä��Ì��¿Z��i

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y �d��̂��i�®��e� É�Ã�YÁ �Y Ä��¼��̧��̄

�{Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y ��YÁ���Ì��n��¿� c�Â��� Ä��] ÓÂ��¼�� ��» |��¿Â����Ê��» ((* �{ (53 �Á���] Ä��] ���n��À��» Ä��̄ Ê��ËZ��Å�®��Ë���v��e

�Â��Æ��� Á ¶��»Z��̄ �Â��«Á d������§ (53 Ä��̄ {Â����Ê��» Ä��f��§���³ ������¿ �{ {Z��Ë� ÉY�Ã�Y|��¿Y Ä��] Z��Å�®��Ë���v��e ¾��Ì��] É�Ä��̧���Z��§ ¾��Ì��À��q�º��Å

É�Ä��À��»Y{ Ä��̄ Ê��ËZ��m�½M �Y �d���Y (53 ���ËZ��»�M ®��Ë ¶��uY���» É�Ã|��À��Å{�½Z�����¿ ��� ¶��°��� �|���Z��] Ä��f���Y{ Y� ((* �{

ÉZ��Å�d��̂��i�®��e ¾��Ì��] É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Z��] ÓÂ��¼�� ��» ,d���Y º��̄ �Z��Ì�����] ((* É�Ä��À��Ì��»�����a ���ËÂ��¿ Z��] Ä�����ËZ��¬��» �{ Z��Å(53

�{Â����Ê��» kY���z��f���Y {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ,Ä��À��Ì��»�����a ((* ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ½{Â��] ���̈ ��� ����§ Z��] Á (53 ÉÁZ��u

¥Á���u �d���Y {|��� ®��Ë Z��] 3 Z��Ë 1 ¥Á���u �Y Ê��°��Ë \��Ì��̄ ���e c�Â��� Ä��] Z��Å(53 É�Y~��³�¹Z��¿ {�Y|��¿Z��f���Y

©Ô���Y Z��Å(53 �{ d��̂��j��» Á Ê��̈ ��À��» Ê��³|��Ì��̂�����« Ä��] \��Ì��e���e Ä��] 3 Á 1 Á d���Y ¶��Ì�����¿Z��f��a �Ê��³|��Ì��̂�����« É�Ã|��À��Å{�½Z�����¿

Ä��] d��̂�����¿ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a �Â��«Á ���Ì��yP��e Ä��] Z��Å(53 5É�Y~��³�¹Z��¿ �{ Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y {|��� �|��¿Â����Ê��»

��� {Á|��u Ä��̄ d���Y d��̂��j��» ¶��Ì�����¿Z��f��a ®��Ë ¹Z��¿ �3� Z��Ë� 3��� µZ��j��» ÉY���] �d���Y ���̂��e���» ®��Ë���v��e É�Ä�����v��·

��� {Á|��u �{ Ê��̈ ��À��» ¶��Ì�����¿Z��f��a 1��� ,\��Ì��e���e ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��ËM�Ê��» {Â��mÁ Ä��] ®��Ë���v��e �Y ���a Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��»

½Z��Ì��] ª��Ì��«{ �Â��� Ä��] ½YÂ��e�Ê��¼��¿ Y� (53®��Ë �Â��«Á É�Ä�����v��· Ä��̄ d���Y ���̄ } Ä��] ¹�Ó �d���Y ®��Ë���v��e �Y |�� ��] Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��»

�{ �{���̄ d��̂��v��� É{Á|��u c�Â��� Ä��] ½M �Y ½YÂ��e�Ê��» Z��Æ��À��e �|��À��̄ �Ê��» ���Ì��Ì��¤��e ���ËZ��»�M ���ËY���� Ä��] d��̂�����¿ Ä��̄ Y���q ,{���̄

�d��yY{���a º��Ì��ÅYÂ��y ½M Ä��] ���f�����Ì��] Ê��¼��̄ Z��m�¾��ËY �{ ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] -{���] º��Ì��ÅYÂ��y ¹Z��¿ 3��� �Y Z��Å�Z��] Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ¾��ËY
�%UDLQ &RPSXWHU ,QWHUIDFH
�6HJPHQWDWLRQ
�6HTXHQWLDO
�3RODULW\
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���� Z��Å�d��̂��i�®��e É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ¹Â������» ��Y{���a Z��] �ÃY���¼��Å (53 ���ËZ��»�M �Y ®��Ë ¶��uY���» ���� ¶��°���



� Ä��ËZ��a º��Ì��ÅZ��̈ ��» �� ¶�����§

�{Â����Ê��» ���ÅZ��� ®��Ë���v��e �Y |�� ��] Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ���−��� É�Ã�Z��] �{ d��̂��j��» ±����] ®��Ì��a ®��Ë c�Â��� Ä��] 3���

{Z��n��ËY ÉY���] Ä��̄ Ê�����ËZ��»�M ÓÂ��¼�� ��» �|��Å{�Ê��» w� �ÉY�Ä��¿Z��Ì��ÅM Á �É���̄ ���» ÉZ��Å�d��¼�����« �{ 3��� ,Ê��¿Z��°��» �Z��v��· �Y

{�Y{ {Â��mÁ ®��Ë���v��e �Â��¿ Á{ RGGEDOO º��ËY{Y�Z��a �{ �|��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y RGGEDOO º��ËY{Y�Z��a �Y {Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y 3���

Ã{Y{ ½Z�����¿ {���§ Ä��] Ê��§{Z�����e Á �YÁ���Ì��n��¿� c�Â��� Ä��] Z��Å�®��Ë���v��e �|��Å{�Ê��» w� �{Z��¿ c�Â��� Ä��] Z��Å�½M �Y Ê��°��Ë Ä��̄

{���§ Ä��̄ |���Z��] c�Â��� ¾��ËY Ä��] |��¿YÂ��e�Ê��» x���Z��a ¾��ËY �|��Å{ x���Z��a �{Z��¿ ÉZ��Å�®��Ë���v��e Ä��] |��ËZ��] Ã�Â��� Á |��¿Â����Ê��»

�Â��«Á ¹Z��́ ��À��Å 3��� ,º��ËY{Y�Z��a ¾��ËY �{ �|��Å{ �Z�����§ Y� É|��Ì��̧��̄ Z��Å�½M �Â��«Á ¹Z��́ ��À��Å Z��Ë {�Z��¼�����] Y� �{Z��¿ ÉZ��Å�®��Ë���v��e

�{Â����Ê��» {Z��n��ËY ((* �{ �{Z��¿ ÉZ��Å�®��Ë���v��e

Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y� º��f�����Ì��� ���

d��̄ ���u ½Á|��] Z��e |��À��Å{�Ê��» �Ã�Z��mY ���]�Z��̄ Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��ËZ��Å�º��f�����Ì��� ,Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì���

®��Ë Ä��] ¶�����f��» ÉZ��Å�ÃZ��́ ��f���{ Z��Ë Á ¶��ËZ���Á ,{Â��y É���¤��» �µZ��À��́ ��Ì��� �{ Ä��f��̈ ��Æ��¿ ÉZ��Å�Ã{Y{ ª��Ë���� �Y Z��§���� ,Ê��°��Ë���Ì��§

Ê�����z��̂��¿YÂ��e ,Ê��À��Å} Á Ê��¼�����m ½YÂ��eZ��¿ {Y���§Y Ä��] ®��¼��̄ ���Ì�����¿ Ê�� ��Ì���Á ÉZ��Å�{���]�Z��̄ �|��À��̄ µ���f��À��̄ Y� |��À��¼���Â��Å º��f�����Ì���

����� d��§���³ ������¿ �{ Z��Å %&, ÉY���] ½YÂ��e�Ê��» Y� �É�Z��n��» d��Ì�� ��«YÁ Á

½Z��Ì��» �{ �((* Á 1,56 ,0(* ,I05, �{�Y{ {Â��mÁ ���¤��» �Y Ã{Y{ É�ÁM����¼��m ÉY���] É{|�� ��f��» ÉZ��Å��Á�

{���̄ �Z��̄ É���Ì��³�Ã�Y|��¿Y ÉY���] 1,56 Á I05, ¾��Ì��À��q�º��Å �d���Y �¶��¼��u�¶��]Z��« Á ¾��Ë���e�d��¼��Ì��«�½Y��Y ((* Z��Å�½M

ÉY���] ((* �Y Z��Å%&, ���j��̄ Y ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��¿�Y|��¿ Ê��]Â��y Ê��¿Z��»� ¾���Â��·Á�� Á |��À��f�����Å \���Z��À��» ���¤��» c|��»�|��À��̧��]

����� |��À��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y d��̂��i

ÉZ��Å�d��Ì��·Z�� ��§ �Y É|��À��ËM���] ,{Â����Ê��» d��̂��i É{Z��� d��·Z��u �{ Ä��̄ ((* µZ��À��́ ��Ì��� ,|��� Ä��f��̈ ��³ Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å

Ä��] Y|��f��]Y d���Y ¹�Ó ¾��ËY���]Z��À��] �|��¿�Y{ Ê��¼��̄ d��Ì��̧��]Z��«�%&, �{ Ã{Z��̈ ��f���Y ÉY���] ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d���Y ���¤��» Ê��°��Ë���f��°��·Y

ÉY���] ½M �Y Ã|��� d��̂��i µZ��À��́ ��Ì��� Ä��̄ º��Ì��Å{ �Y���« Ê��f��·Z��u �{ Y� ���¤��» ��Ê��À��Å} cZ��Ì��̧��¼��� Z��Ë Á Z��Å�®��Ë���v��e É�Ä��̧��Ì���Á

Ä��̄ Ê��ËZ��Å����ËZ��»�M Z��f���Y� ¾��Ì��¼��Å �{ ����� {���̄ É|��À��]�Ä��¬��̂��� Y� ½M ½YÂ��f��] Á |���Z��] \���Z��À��» %&, �{ Ã{Z��̈ ��f���Y

�{ µZ��À��́ ��Ì��� d��̂��i ÉY���] ½YÂ��e�Ê��» Ä��̄ d���Y Ê��ËZ��ÅÂ��Ë�Z��À��� �Y Ê��°��Ë |��¿Â����Ê��» ((* �{ (53 �Â�����u Ä��] ���n��À��»

���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì��� �{ {���]�Z��̄ ÉY���] Ä��̄ d���Y É{�YÂ��» �Y Ê��°��Ë 3��� ,Z��Å(53 ½Z��Ì��» �{ �|��� �Â�����f��» Z��Å%&,
�&HQWUDO
�3DULHWDO
�9LUWXDO UHDOLW\
�3RUWDEOH

��0HQWDO WDVN



� Ä��ËZ��a º��Ì��ÅZ��̈ ��» �� ¶�����§

c�Â��� Ä��] ���ËÁZ�����e ���ËZ��»�M ¾��ËY �{ �{Â����Ê��» Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ���]�Z��̄ Ä��] 3����%&, �{ Ä��̄ ÉY�Ä��v��̈ ��� �Y Ä��¿Â��¼��¿ ®��Ë ���� ¶��°���
¾���Á� �|��À��̄ Ä��mÂ��e d���Y �������¿|��» Ä��̄ �Z��y ���ËÂ�����e ®��Ë Ä��] |��ËZ��] ���]�Z��̄ �|��¿Â����Ê��» �Â��»Z��y Á ¾���Á� Ê��§{Z�����e Á Ê��a��{�Ê��a

���� {Â����Ê��» ((* �{ 3��� ¾��f��z��Ì��́ ��¿Y���] h���Z��] �Z��y ���ËÂ�����e ½M ½|���

�d���Y Ê��·���f��À��̄ Á Ã�YÁ ��Y{���a ÉZ��Å�º��f�����Ì��� �{ ½M {���]�Z��̄ Ä��̄ ��d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ä��mÂ��e {�Â��» �Z��Ì�����] Ä��¿Z��ËY�����¤��»

�{ ¥|��Å �|��À��À��̄ �Ê��» ÉÁ���Ì��a RGGEDOO º��ËY{Y�Z��a �Y Ê��¬��Ë���� Ä��] |��À��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� �Y Ä��̄ Ê��ËZ��Å%&, ���j��̄ Y

¾��f��z��Ì��́ ��¿Y���] Ä��] ���n��À��» ((* �{ Z��Å�®��Ë���v��e �Y ®��Ë �¹Y|��̄ {Â��� Ã{Y{ ���Ì��z�����e Ä��̄ d���Y ¾��ËY Z��Å3����%&,

®��Ë ��� ¶��°��� �{ µZ��j��» ÉY���] ���� {Â��� d��§Z��Ë�{ ���]�Z��̄ ������¿ {�Â��» ®��Ë���v��e ª��Ë���� ¾��ËY �Y Á |��¿Â����Ê��» 3���

�Y Ê��°��Ë 3��� VSHOOHU �d���Y Ã|��� Ã{�ÁM {Â����Ê��» Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ���]�Z��̄ Ä��] 3����%&, �{ Ä��̄ ÉY�Ä��v��̈ ��� �Y Ä��¿Â��¼��¿

½M Ê�������] Ä��] ���f�����Ì��] Ê��¼��̄ É|�� ��] ���z��] �{ Á d���Y Ã|��� Ê�������] �Z��Ì�����] cZ��Ì��]{Y �{ Ä��̄ d���Y Ê��ËZ��Å 3����%&,

�º��Ë�Y{���a�Ê��»

3��� 6SHOOHU º��ËY{Y�Z��a ���

�{ Ê��ËZ��Å���f��̄ Y�Z��̄ Ä��̄ d���Y Ã|��� ¶��Ì��°�����e � × � �Ä��v��̈ ��� ®��Ë �Y 3��� VSHOOHU ®��Ë ¹Â������» �Â��� Ä��]

Á Z��Å������� ,Ã|��� Ã{Y{ ½Z�����¿ [���� ¶��°��� �{ Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å ��¦��·Y���� ¶��°���� |��¿�Y{ �Y���« ½M ÉZ��Å�Ä��¿Z��y
�{���̄ Ã�Z���Y Z��Å%&, �{ {���]�Z��̄ ÉY���] ���Ì��¿ 669(3 ���Ì�����¿ ���́ ��Ë{ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a Ä��] ½YÂ��e�Ê��» ��
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Ä��] �Z��Å�½Â��f���������� ½|��� ¾���Á�� Z��Å�®��Ë���v��e É�Ä��WY�Y É�ÃÂ��Ì��� ®��Ì��eZ��¼��� ���ËZ��¼��¿ �3��� VSHOOHU É�Ä��v��̈ ��� �¦��·Y� ���� ¶��°���
���� |��¿Â����Ê��» ¾���Á� Ê��§{Z�����e \��Ì��e���e Z��] Á º��Å ���� d�����a Ê��ËZ��e �� ÉZ��Å�Â��̧��] �{ Z��Å�½Â��f��� Á Z��Å������� -���]�Z��̄

ÉZ��Å�Â��̧��] ¾��ËY �|��¿Â����Ê��» ¾���Á� Ê��§{Z�����e \��Ì��e���e Z��] Á �YÁ���Ì��n��¿� c�Â��� Ä��] Ê��ËZ��e �� ÉZ��Å�Â��̧��] �{ Z��Å�½Â��f���

�Z��] 5 ���f��̄ Y�Z��̄ ���Å ÉY�Y Ä��] �½Â��f��� Z��Ë� ������� ���Å Ê��e�Z��̂��� Ä��]� |��¿Â����Ê��» �Y���°��e �Z��] 5 ���f��̄ Y�Z��̄ ���Å ÉY���] Ê��§{Z�����e

¾���Á� ¹Z��́ ��À��Å ,c�Â��� ¾��ËY �{ �|��À��̄ ���̄ ���¼��e ¥���u ®��Ë ÉÁ� ���] |��ËZ��] ���]�Z��̄ ,���ËZ��»�M Ê��� �{ ���{Â����Ê��» �Y���°��e

3��� VSHOOHU ®��Ë Ê��ËZ��Æ��¿ ¥|��Å �{Â����Ê��» Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] 3��� |��À��f�����Å ¥���u ½M ÉÁZ��u Ä��̄ Ê��¿Â��f��� Á ������� ½|���

¾��ËY ÉY���] �{Â��� Ã{Y{ ���Ì��z�����e ���]�Z��̄ ������¿ {�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ Z��e |��¿�Y{ 3��� Ä��̄ d���Y Ê��¿Â��f��� Á ������� ���Ì��z�����e

�{Â��� ¹Z��n��¿Y |��ËZ��] ���Ë� ¶��uY���» �Â�����À��»

Ä��] ®��Ë���v��e �Y |�� ��] Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ���− ���� {Á|��u Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ ÓÂ��¼�� ��» �Z��Å�d��̂��i�®��e É�Z���Y|��m ��

Á |��À��¿Y{�Ê��» VLQJOH WULDO É�Ä��¼��m���e Y� d��̂��i�®��e ÓÂ��¼�� ��» |��À��q���Å �|��¿Â����Ê��» É�Z���Y|��m d��̂��i�®��e ®��Ë ½YÂ��À���

¾��ËY Z��] ��R = � ÓZ��] cZ��v��Ì���Â��e �{ Ê��À�� ��Ë� {Â��� ���Y���°��e �Z��] ®��Ë ���¬��§ ®��Ë���v��e Ä��̄ {Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��¿Z��»�

�Y ®��Ë ���Å ���mY���» �Y Ê��y���] �{ -d�����Ì��¿ Ê��¬�����À��»���Ì��£ º��Å ½Y|��À��q WULDO ÉZ��m Ä��] d��̂��i�®��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y {Â��mÁ

�Y d���Y ¹�Ó ,((* �Y Z��Å�d��̂��i�®��e É�Z���Y|��m �Y ���a ����� ��|��¿Y�Ä��f�����¿Y{ VLQJOH WULDO ®��Ë Y� Z��ÅWULDO

�{���Ì��́ ��] c�Â��� Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y Z��Å�½M

Ê��°��Ë Ä��] Z��Å�½M �Y ®��Ë ���Å ���«YÁ �{ �|��¿Â����Ê��» Ä���Ô��̄ Á{ 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� Z��Å�d��̂��i�®��e Ä��̧��u���» ¾��ËY �{ �É|��À��]�Ä��¬��̂��� ��

Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å��Y���°��e ¾��Ì��] {�YÂ��» Ê��y���] �{ �|��¿Â����Ê��» Ã{Y{ �Z�����f��yY 3��� ���Ì��£ Z��Ë 3��� ÉZ��Å��Ô��̄ �Y
��5HSHWLWLRQ

Ä��] ÓÂ��¼�� ��» Ê��»Á{ Á º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y UHSHWLWLRQ ÉY���] Y� Ê��·ÁY Ä��̄ |��À��f�����Å �d��̂��i� Á ��Y���°��e� ,WULDO É�Ã�YÁ ÉY���] ���́ ��Ë{ ÉZ��Å�[Z��z��f��¿Y ��

�{�Y{ Ã�Z���Y ((* d��̂��i
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¹Z��n��¿Y É|��À��]�Ä��¬��̂��� ½M �Y |�� ��] Á {Â��� ¥~��u Ä��À��Ì��»�����a ((* Z��e Ã|��� É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �½Â��f��� Z��Ë� ������� ���Å

�{Â����Ê��»

d���Y ���]�Z��̄ ������¿ {�Â��» 5���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u Ä��̄ Ê��¿Â��f��� Á ������� ,Z��Å�d��̂��i�®��e l��ËZ��f��¿ ���Ì��¼��n��e �Y ����f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ��

�{Â��� Ã{Y{ ���Ì��z�����e

���] Z��e|��¼��� Z��» Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ¾��ËY �{ �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� 3��� VSHOOHU º��f�����Ì��� ®��Ë ¹Y���³Z��Ë{�Â��̧��] ��� ¶��°���

Ä��]Z�����» �Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ � Z��] {�YÂ��» �Y É�Z��Ì�����] �{ Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y �º��ËÂ����Ê��» ���̄ ���¼��f��» Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y É�Ä��̧��u���»

���{Â����Ê��» Ê��¬��̧��e

É|��À��]����¼��m ���

Ä��] Ä��f�����]YÁ �¶��Ì�����¿Z��f��a ½Â��q�º��Å Ê��¼��Ì��ÅZ��̈ ��» Á º��Ë{���̄ �Á���» Y� Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a Z��] ���̂��e���» É�Ä��Ì��·ÁY º��Ì��ÅZ��̈ ��» ¶�����§ ¾��ËY �{

�|��� Ã{Y{ ����Â��a 3��� VSHOOHU º��ËY{Y�Z��a Á Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y� ÉZ��Å�º��f�����Ì��� ,{Y|��y�

�|��À��ËZ��Ì��] d���{ Ä��] Ä��Ì��·ÁY ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ê�����y \��Ì��̄ ���e �Y Ê��ËZ��Æ��¿ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��̄ {Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y �Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ � �Y Ê��¿Z��»� ,�Z��y �Â��� Ä��] ��
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�3��� VSHOOHU ®��Ë ¹Y���³Z��Ë{�Â��̧��] ���� ¶��°���



� ¶�����§

É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Y |��¿Y�c�Z��̂��� Ê��¿Z��̂ ��» ¾��ËY �º��Ë�Y{���a�Ê��» Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a É������¿ Ê��¿Z��̂ ��» �Á���» Ä��] ¶�����§ ¾��ËY �{

�{ ,h��uZ��̂��» Ê��»Z��¼��e Z��e Ã{Â��] ½M ���] �Ô��e �Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� Á É�Â�����¿Z��e ���̂��m ,Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄

�|���Z��̂��¿ Ä��À��Ì��»� ¾��ËY �{ É���́ ��Ë{ ���m���» Ä��] �Z��Ì��¿ Ä��̄ É�Â��� Ä��] |��¿Â��� Ã{Y{ ����Â��a ,�Z��Ì��¿ |��u

É�Y~��³{Z��¼��¿ ���

Ê��ËZ��Å�cÁZ��̈ ��e Á Z��Å�d��ÅZ��̂��� {�YÂ��» �Y É�Z��Ì�����] �{ ,|��¿�Y{ Y� {Â��y Ä��] �Â�����z��» É�Y~��³{Z��¼��¿ ���mY���» �Y ®��Ë ���Å

º��Ì��À��̄ �Ê��» ¦��Ë��� ��e Y� |��uYÁ É�Y~��³{Z��¼��¿ ®��Ë cZ��v��Ì���Â��e ½{Â��] d���{ ®��Ë ÉY���] �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �{ �{�Y{ {Â��mÁ Z��Å�½M �{

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y Z��Å�½M �Y Z��Å�d��¼�����« Ê��»Z��¼��e �{ Á

¥Á���u Á º��Ì��z��� ±����] ¥Á���u ,&DOLJUDSKLF ÉZ��Å���f��̄ Y�Z��̄ Z��] \��Ì��e���e Ä��] Y� Z��Å�Y{���] Á Z��Å����Ë���eZ��» ,Z��Å�Â�����¿Z��e

É{Z��� ¥Á���u �d���Y �Y{���] ®��Ë x Á ���Ë���eZ��» ®��Ë X ,�Â�����¿Z��e ®��Ë X µZ��j��» ÉY���] �º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ º��Ì��z��� ®��qÂ��̄

{�Â��» �Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a Á� ¶�����§ ����Z��e���� �{ Ä��̄ Y� Ê��ËZ��Å{Z��¼��¿ ���z��] ¾��ËY É�Ä��»Y{Y �{ �|��À��f�����Å ���·Z��°���Y �x Z��Ë X Ô��j��»�

ÉZ��Å{Z��¼��¿ ��Z��Ì��¿ �Â��yY���§ Ä��] d���Y ¾��°��¼��» ���z��] ���Å Ä��̄ d���Y Ê�� ��Ì��̂��� �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» |��¿���Ì��³�Ê��» �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y

�|��� |��À��ÅYÂ��y ¦��Ë��� ��e Ä���Â��]���» ÉZ��Å{Z��¼��¿ ���z��] ½Z��¼��Å �{ c�Â��� ¾��ËY �{ ,|���Z��] Ä��f���Y{ ÉY�Ä��§Z���Y

�º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ [a�, · · · ,aL] c�Â��� Ä��] Y� ½M ÉZ��Å�½Â��f��� Á a (i, j) Z��Ë aij Z��] Y� A ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ä��ËY�{

½Z�����¿ C Á K Z��] \��Ì��e���e Ä��] Y� Ä��·P�����» ÉZ��Å��Ô��̄ {Y|�� ��e Á ��Â��»M É�Ã{Y{ {Y|�� ��e É|��À��]�Ä��¬��̂��� É�Ä��·P�����» �{

¹YL É�Ã{Y{ �Ô��̄ É�Ã�Z��¼��� Á Z��Å��Ô��̄ É�Ã�Z��¼��� ,Z��Å�Ã{Y{ ÉY���] \��Ì��e���e Ä��] ci Á c ,k ÉZ��Å����Ë|��¿Y �º��Ì��Å{�Ê��»

��
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É�Ä���Â��¼��n��» Ωc É�Ä���Â��¼��n��» �{Â����Ê��» Ã{Y{ ½Z�����¿ Kc Z��] ¹YF �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e �|��¿Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y

���Ë���eZ��» �d���Y ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ¶��̄ ÉZ��Å����Ë|��¿Y É�Ä���Â��¼��n��» Ω É�Ä���Â��¼��n��» Á ¹YF �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å����Ë|��¿Y

ÉZ��Å��Z��Ì�� ��» �St ! Sb + Sw Á |��¿Â����Ê��» Ã{Y{�½Z�����¿ Sw Á Sb Z��] \��Ì��e���e Ä��] Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Á Ê���Ô��̄ �½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a

Ä��] Y� |��À��ËM�Ê��» d���{ �Ä��] Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» ÉÁ� �Y Ä��̄ Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Á Ê���Ô��̄ �½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a ���·Z��°���Y

�º��Ì��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ sw Á sb Z��] \��Ì��e���e

Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� ���

�|��À��f�����Å É�Y{���] 5Ê��³���ËÁ� 5���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� �Y Ê��ËZ��Å�º��Ì��¼�� ��e ,É�Â�����¿Z��e 5Ê��³���ËÁ ����ÅZ��̄ ÉZ��Å���Á� �Y É�Z��Ì�����]

Á Ê�������] |�����Ê��» ������¿ Ä��] ,|��À��f�����Å �Ã�Á���a ¾��ËY ¥|��Å Ä��̄ ,É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� ���f��Æ��] �{ ÉY���] ÉÁ� �¾��Ì��¼��Å �Y

�|���Z��̂��¿ ¦�����· �Y Ê��·Z��y Ä���Â��]���» É�Y{���] ÉZ��Å��Á� Ê��§��� ��»

�º��Ë�Y{���a�Ê��» � 65'$ Á �/'$ �Á� Ê��·Z��¼��mY Ê��§��� ��» Ä��] ¶�����§ ¾��ËY É�Ä��»Y{Y �{

/'$ �����

µZ��̂��¿{ Ä��] /'$ -|���Z��] ,�Ô��̄ & �Y ,Z��» ����f���{ �{ É�Ä��¿Â��¼��¿ . É�Ä���Â��¼��n��» {x�,x�, ...,xK} ⊂ Rm ���³Y

Á ®��Ë{���¿ º��Å Ä��] �Ô��̄ �º��Å ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ {Â�����] h���Z��] Ä��̄ d���Y y = Ax ∈ Rl, l < m Ê�����y ¶��Ë|��̂��e ®��Ë ¾��f��§Z��Ë

d���{ Ä��] ���Ë� É�Ä�����]Y� �Y A = [a�,a� ...,am] ¶��Ë|��̂��e ���Ë���eZ��» �|��¿Â��� �Á{ º��Å �Y ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å��Ô��̄ ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿

�|��ËM�Ê��»

A = argmax
A

tr{ATSbA}
tr{ATSwA}

�����

½M �{ Ä��̄

Sb =
C∑

c=�
Kc

(
µ(c) − µ

)(
µ(c) − µ

)T
�����

Sw =
C∑

c=�

(
Kc∑

i=�

(
x(c)
i − µ(c)

)(
x(c)
i − µ(c)

)T
)

�����

�d���Y Z��Å�Ã{Y{ ¶��̄ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» µ Á F �Ô��̄ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» µ(c) ÓZ��] ���]YÁ� �{

Z��] ����Z��À��f��» É�Z��Å�Ã���ËÁ�Y{���] A ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� �{���̄ ¶��u *(9' É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� ��� É�Ä��·P�����»

�{Â��] |��À��ÅYÂ��y ���Ë� É�Ä��·P�����» É�Ã���ËÁ ���Ë{Z��¬��» ¾��Ë���e�±����]
�/LQHDU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
�6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
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Sba = λSwa �����

���Ë� É�Ä��·P�����» Z��] µ{Z�� ��» ��� É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e St =
∑K

k=� (xk − µ) (xk − µ)T = Sb + Sw ¦��Ë��� ��e Z��]

�{Â��] |��ÅYÂ��y

A = argmax
A

tr{ATSbA}
tr{ATStA}

�����

���Ë� *(9' É�Ä��·P�����» É�Ã���ËÁ ���Ë{Z��¬��» ¾��Ë���e�±����] Z��] ����Z��À��f��» É�Ã���ËÁ �Y{���] l ¾��f��§Z��Ë Z��] µ{Z�� ��» ÓZ��] É�Ä��·P�����» ¶��u

�d���Y

Sba = λSta �����

É�Ã���ËÁ���Ë{Z��¬��» Z��] ����Z��À��f��» É�Ã���ËÁ �Y{���] C − � ���j��̄ Y|��u ,d���Y C − � ���j��̄ Y|��u Sb ���Ë���eZ��» É�Ä��̂��e� Ä��̄ Z��m�½M �Y

�|��Å{�Ê��» ¹Z��n��¿Y Y� C − � Ä��] |�� ��4] 5 ����ÅZ��̄ ���j��̄ Y|��u ��� Á ��� É�Ä��·P�����» Á{ ¶��u Z��] /'$ ¾��ËY���]Z��À��] �{�Y{ ���̈ ���Z��¿

ÉZ��Å����Ë���eZ��» Sw Á St d���Y ¹�Ó ,|��À���Z��] Ä��f���Y{ �Y|��ËZ��a [YÂ��m ��� Á ��� ÉZ��Å��Ä��·P�����» Ä��̄ �¾��ËY ÉY���] ¾��Ì��À��r��¼��Å

�{Â��] |��ÅYÂ��z��¿ �Y���«���] ,|���Z��] ���f�����Ì��] Z��Å�Ä��¿Â��¼��¿ {Y|�� ��e �Y Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e ���³Y Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �|��À���Z��] ����Ë~��a��Â��°�� ��»

Ä��̧��u���» ®��Ë �Y |�� ��] /'$ Ä��̄ d���Y Ã|��� {Z��Æ��À�����Ì��a Ê��ËZ��Å��Á� St É���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��» ¶��°�����» ¾��ËY ���§� ÉY���]

Ä��§Z���Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ä��] Ê��¿Z��»� Á Ê��eZ��̂���Z��v��» É�Ä��À��Ë���Å {Â��y Ä��̄ {Â����Ê��» µZ��¼���Y 69' Z��Ë 3&$ 5Ê��³���ËÁ 5���ÅZ��̄

É�Ä��Ë���n��e É�Ä��·P�����» Ä��̄ d���Y 65'$ �Á� ,Ã|��� Ê��§��� ��» ¶��°�����» ¾��ËY ¶��u ÉY���] Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� �Y Ê��°��Ë �|��À��̄ �Ê��»

s���� �Ä��»Y{Y �{ �Á� ¾��ËY �|��À��̄ �Ê��» ¶��Ë|��̂��e Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ¶��u Ä��] Y� ��� É�Ã���ËÁ �Y{���]�Ã���ËÁ �Y|��¬��»

�|��� |��ÅYÂ��y Ã{Y{

65'$ �����

Ã|��»M d���{ Ä��] /'$ ���]YÁ� Ê�����ËÂ��¿�Z��] �Y d��̈ ��³ ½YÂ��e�Ê��» Ä��̄ d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» 65'$ �Á� ���� �{

Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ®��Ë ¶��u Z��] ½YÂ��e�Ê��»Y� /'$ É�Ä��·P�����» Ä��̄ d���Y Ã|��� Ã{Y{ ½Z�����¿ Ä��·Z��¬��» ¾��ËY �{ �d���Y

Ê��eZ��̂���Z��v��» �Z��] Á ½Z��»� �{ Ê��ËÂ��m�Ä��§���� ,¾��ËY Ä��̄ {Â��] |��ÅYÂ��z��¿ *(9' É�Ä��·P�����» ¶��u Ä��] É�Z��Ì��¿ ���́ ��Ë{ Á {���̄ ¶��u

Ä��·Z��¬��» ¾��ËY �{ �{�Z����Ê��» ���̈ ��e���» É|��u Z��e ���Ì��¿ Y� Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» É���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��» É�Ä��·P�����» Á {Â��] |��ÅYÂ��y

Á UHJUHVVLRQ c�Z��̂��� Á{ �d���Y Ã|��� Ê�������] �¥Y���³ Ê��̈ ��Ì��� ���Ì��·Z��¿M ÃZ��³|��Ë{ �Y /'$ É�Ä��·P�����» ¾��Ì��À��r��¼��Å

�d���Y Ã|��� Ä��f��§���³���] �Â���Â��» Á{ ¾��ËY �Y �Á� ¾��ËY ¹Z��¿ �{ VSHFWUDO
�1RQ�VLQJXODU
�6SHFWUDO JUDSK DQDO\VLV
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º��Ì��À��̄ ����§ ���́ ��Ë{ �Z��] ,º��Ì��À��̄ Ê�������] Ê��§Y���³ ÃZ��³|��Ë{ �Y Y� /'$ º��Ì��¿YÂ��f��] Ä��̄ �½M ÉY���] ½Â��À��̄ Y

�Y���« ���³Y �|��¿�Y{ ª��̧�� ��e �Ô��̄ & �Y Ê��°��Ë Ä��] ¹Y|��̄ ���Å Ä��̄ d���Y ��Â��»M É�Ã{Y{ . É�Ä���Â��¼��n��» {x�,x�, ...,xK}

¶��̄ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Ä��̄ d���Y ¹Y F �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ ���Ë���eZ��» X̄
(c)

=
[
x̄(c)
� , x̄(c)

� , ..., x̄(c)
Kc

]
,x̄k = xk − µ º��Ì��Å{

�º��Ë�Y{ c�Â��� ¾��ËY �{ �d���Y Ã|��� º��̄ ½M �Y �µ Ê��À�� ��Ë� Z��Å�Ã{Y{

Sb =
C∑

c=�
Kc

(
µ(c) − µ

)(
µ(c) − µ

)T

=
C∑

c=�
Kc

(
�
Kc

Kc∑

k=�

(
x(c)
k − µ

))( �
Kc

Kc∑

i=�

(
x(c)
k − µ

))T

=
C∑

c=�

�
Kc

(
Kc∑

k=�
x̄(c)
k

Kc∑

i=�

(
x̄(c)
k

)T
)

=
C∑

c=�
X̄

(c)
W (c)

(
X̄

(c)
)T

�����

�d���Y �/Kc ½M ÉZ��Å�Ä��ËY�{ É�Ä��¼��Å Ä��̄ d���Y Kc ×Kc ���Ë���eZ��» W (c) ½M �{ Ä��̄

¾��Ì��À��r��¼��Å Á X̄ =
[
X̄

(�)
, ..., X̄

(C)
]
º��Ì��Å{ �Y���« ½Â��À��̄ Y

W =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W (�) � · · · �
� W (�) · · · �

· · · · · ·
� � � ���

� � · · · W (C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�����

�º��Ë�Y{ c�Â����¾��ËY �{

Sb =
C∑

c=�
X̄

(c)
W (c)

(
X̄

(c)
)T

= X̄WX̄
T �����

�º��Ë�Y{ St = X̄X̄
T Ä��̄ Z��m�½M �Y Á

Sw = St − Sb = X̄ (I −W ) X̄
T
= X̄LX̄

T ������

���Ë���eZ��» L c�Â��� ¾��ËY �{ ,º��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Z��Å�Ã{Y{ ���]YÁ� É�Ã|��À��À��̄ �¦��Ì���Â��e ¥Y���³ c�ÁZ��n��» ���Ë���eZ��» Y� W ���³Y

�{Â��] |��ÅYÂ��y ¥Y���³ ¾��ËY ¾��Ì���Ô��aÓ

ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] A ¶��Ë|��̂��e ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� Ä��̄ |��Ë{ º��Ì��ÅYÂ��y ��� ÉZ��Å�Ä�����]Y� �{ ��� ½{Y{ �Y���« Z��]

�|��À��f�����Å ���Ë� É�Ä��·P�����»

X̄WX̄
T
a = λX̄X̄

T
a ������
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�|���Z��] ���Ë� É�Ä��·P�����» É�Ã���ËÁ �Y{���] y Ä��̄ |��Ì��À��̄ ����§ ������ º��·

Wy = λy ������

�{Â��] |��ÅYÂ��y λ É�Ã���ËÁ�Y|��¬��» ����Z��À��f��» ���� É�Ä��·P�����» É�Ã���ËÁ �Y{���] a ÃZ��³�½M ,X̄T
a = y ���³Y c�Â��� ¾��ËY �{

�º��Ë�Y{ º��Ì��Å|��] �Y���« ���� c�Z��̂��� `��q d��¼��� �{ Y� X̄T
a = y ���³Y �cZ��̂ ��iY

X̄WX̄
T
a = X̄Wy = X̄λy = λX̄y = λX̄X̄

T
a "

���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] �� �d���Y ¹�Ó É�Ä��̧��u���» Á{ A ¶��Ë|��̂��e ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� ¾��f��§Z��Ë ÉY���] ¾��ËY���]Z��À��]

Ä��] ÉY���] Ä��̄ º��Ì��Å{�Ê��» �½Z�����¿ Ä��»Y{Y �{ Z��»Y �º��Ì��]Z��Ì��] Y� A ÉZ��Å�½Â��f��� ,X̄T
a = y ÃZ��́ ��f���{ ¶��u Z��] �� �º��Ì��]Z��Ì��] Y� W

Y� Z��Å�½M ½YÂ��e�Ê��» Á d�����Ì��¿ Ã���ËÁ �Y|��¬��»�Ã���ËÁ �Y{���] É�Ä��Ë���n��e Ä��] É�Z��Ì��¿ W ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ½{�ÁM d���{

�{�ÁM d���{ Ä��] Ê���Z��Ë� ���]YÁ� �Y Ê��f���{ c�Â��� Ä��]

ÉÁ� ÉZ��Å�Â��̧��] É�Ä��̂��e� ���¼��m ���]Y���] ½M É�Ä��̂��e� ,d���Y Ê��̄ Â��̧��] É������« ���Ë���eZ��» ®��Ë W Ä��̄ Ê��ËZ��m�½M �Y

�Y{���] e(c) = ones (Kc,�) Ä��̄ d���Y ���z�����» �d���Y ®��Ë É�Ä��̂��e� �Y W (c) ���Ë���eZ��» ,c ���Å ÉY���] �d���Y �������«

c�Â��� Ä��] ®��Ë É�Ã���ËÁ�Y|��¬��» Z��] ����Z��À��f��» ,W ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ���a �d���Y ®��Ë É�Ã���ËÁ�Y|��¬��» Z��] ����Z��À��f��» W (c) É�Ã���ËÁ

�|��À��f�����Å ���Ë�

yc =

⎡

⎢⎢⎣�, · · · ,�︸ ︷︷ ︸
∑c−�

i=� Ki

,�, · · · ,�︸ ︷︷ ︸
Kc

, �, · · · ,�︸ ︷︷ ︸
∑c−�

i=c+� Ki

⎤

⎥⎥⎦

T

, c = �, · · · , C ������

Ã|���|��Ì��·Â��e ÉZ�����§ �{ Ä��̄ É|��»Z�� ��f��» �Y{���] & ���Å ,d���Y W É�Ã|��¿Â����Y���°��e É�Ã���ËÁ�Y|��¬��» 7®��Ë Ä��̄ Z��m�½M �Y

Ê�����y É�Ä��·{Z�� ��» Ä��̄ �½�M ÉY���] �d��§���³ ������¿ �{ W É�Ã���ËÁ��Y{���] ½YÂ��e�Ê��» Y� |��À���Z��]�Ä��f���Y{ �Y���« Z��Å yc ����Â��e

�|���Z��] Ä��f���Y{ �Y���« X̄ �Â������ É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ã|���|��Ì��·Â��e ÉZ�����§ �{ y Ä��̄ d���Y ¹�Ó ,|���Z��] [YÂ��m ÉY�Y{ X̄
T
a = y

���a ��d���Y ®��Ë ½M ÉZ��Å�Ä��ËY�{ ¹Z��¼��e Ä��̄ d���Y É�Y{���] e� d���Y {Â��¼��� Z�����§ ¾��ËY ���] e �Y{���] ,X̄e = � Ä��̄ Z��m�½M �Y

*UDP�6FKPLGW É�Z���{Â��¼��� |��À��ËM���§ ®��Ë Á º��Ì��À��̄ [Z��z��f��¿Y W É�Ã���ËÁ �Y{���] ¾��Ì��·ÁY ½YÂ��À��� Ä��] Y� e º��Ì��¿YÂ��e�Ê��»

�|��¿Z��» |��ÅYÂ��y Ê��«Z��] Ã���ËÁ��Y{���] C − � ,e ¥~��u Z��] ½Z��ËZ��a �{ Á º��Ì��À��̄ µZ��¼���Y Z��Å�Y{���] ÉÁ�
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É�Â�����¿Z��e ���̂ ��m ���

µZ��j��» ÉY���] �d���Y ½M �|�� ��4] {Y|�� ��e ���]Y���] �Â�����¿Z��e ®��Ë �É�Ä��̂��e���» �|��À��¿YÂ��y�Ê��» ��Â�����¿Z��e Y� É|�� ��]|��À��q ÉZ��Å�Ä��ËY�M

|��À��f�����Å Á{ �Ä��̂��e���» ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Z��Å����Ë���eZ��» Á ®��Ë �Ä��̂��e���» ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Z��Å�Y{���] ,���̈ ��� Ä��̂��e���» ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Z��Å���·Z��°���Y

���eÓZ��] Á Ä��� Ä��̂��e���» ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Ä��] ��|��À��f�����Å Z��Å�Y{���] Á Z��Å����Ë���eZ��» �Y Ê��¼��Ì��¼�� ��e Z��Å�Â�����¿Z��e Ä��̄ {Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³�

Z��Å{���]�Z��̄ �Y ÉY�Ã{���f�����³ ¦��Ì��� �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y �{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ �ÓZ��] �Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e

�Ã���Ì��£ Á ÉÁZ��̄ ��Ã{Y{ , ���� µZ��À��́ ��Ì��� ��Y{���a ,[Z������Y ¹Â��̧��� �d���Y Ä��f��§���³ �Y���« µZ��̂��«Y {�Â��»

Á 7XFNHU É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e Á{ Á º��Ë�Y{���a�Ê��» Z��Å�½M ½Z��Ì��» cZ��Ì��̧��¼��� Á Z��Å�Â�����¿Z��e Ê��§��� ��» Ä��] ���z��] ¾��ËY �{

¾��ËÁ|��e �� ,� ,�� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ���z��] ¾��ËY \��·Z�����» �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» ,|��¿�Y{ {���]�Z��̄ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �{ Ä��̄ ,Y� �&3

�d���Y Ã|���

Z��Å�½M ½Z��Ì��» cZ��Ì��̧ ��¼��� Á Z��Å�Â�����¿Z��e �����

Ä��Ì��·ÁY ¦��Ë�Z�� ��e �������

�Â�����¿Z��e ®��Ë A ∈ RI�×I�×...×IN c�Â��� ¾��ËY �{ �I�, I�, ..., IN ∈ N |��Ì��À��̄ ����§ ��Â�����¿Z��e� ���� ¦��Ë��� ��e

ÉY���] Ä��̄ |��¿Â����Ê��» Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ai�,i�,··· ,iN Z��Ë A (i�, i�, · · · , iN ) c�Â��� Ä��] ½M ÉZ��Å�Ä��ËY�{ Ä��̄ d���Y N Ä��̂��e���»

���Ë|��¿Y �Y ���a ¾��ËY �Y �{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ �|��4»� �Â�����¿Z��e ®��Ë {Z�� ��]Y �Y ®��Ë���Å Ä��] �in ∈ {�,�, · · · , In} ,� ≤ n ≤ N

½Z�����¿ Y� Ä��� �Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ��� ¶��°��� �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y 1 Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ¹Y�n |��4» Ä��] Ã�Z���Y ÉY���] n

�|��Å{�Ê��»

É�Ä��¼��Å ½{���̄ d��]Z��i É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��ËZ��Å�Y{���] ���Â�����¿Z��e ®��Ë ÉZ��Å���̂��Ì��§ ����̂ ��Ì��§� ���� ¦��Ë��� ��e

ÉZ��Å���̂��Ì��§ º��Ì��ËÂ��³�Ê��» |���Z��] {Y�M ¹Y�n |��4» Ä��] �Â��]���» ���Ë|��¿Y ���³Y �|��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] Z��Å�½M �Y Ê��°��Ë ���m Ä��] Z��Å����Ë|��¿Y

Ä��] n�|��» ÉZ��Å���̂��Ì��§ ��� ¦��Ë��� ��e �Â�����¿Z��e �{ �º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ “ : ” Z��] Y� {Y�M |��4» ���Ë|��¿Y �|��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] n�|��4»

Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ÉZ��Å���̂��Ì��§ ��� ¶��°��� �|��¿Â����Ê��» Ã{Y{ ½Z�����¿ A (i�, i�, · · · , in−�, :, in+�, · · · , iN ) c�Â���

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y�

�7HQVRU
�2UGHU
�'LPHQVLRQ DOVR FDOOHG :D\ RU 0RGH
�+LJKHU RUGHU 7HQVRU
�&DQRQLFDO 3RO\DGLF

��7HQVRU )LEHU



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

���� X ∈ RI�×I�×I� �Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ���� ¶��°���

���� �Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ÉZ��Å���̂��Ì��§ ���� ¶��°���

É�Ä��¼��Å ½{���̄ d��]Z��i É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��ËZ��Å����Ë���eZ��» ���Â�����¿Z��e ÉZ��Å����ËÔ���Y ����ËÔ���Y� ���� ¦��Ë��� ��e

½Z�����¿ Y� Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ÉZ��Å����ËÔ���Y ��� ¶��°��� �|��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] Z��Å�½M �Y Z��e Á{ ���m Ä��] Z��Å����Ë|��¿Y

�|��Å{�Ê��»

½M ÉZ��Å�Ä��ËY�{ ���]���» �Â��¼��n��»5 ¹Á{ �Ä�����Ë� c�Â��� Ä��] A ∈ RI�×I�×...×IN 5�Â�����¿Z��e 5¹���4¿ �¹���4 ¿� ���� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e

∥A∥ =

√√√√√
I�∑

i�=�

I�∑

i�=�
...

IN∑

iN=�
a�i�i�...iN

���¬��§ ÃZ��³���Å º��Ì��ËÂ��³�Ê��» ��É������«���aÂ��� Y� A ∈ RI�×I�×...×IN �Â�����¿Z��e �É������«���aÂ��� �Â�����¿Z��e� ���� ¦��Ë��� ��e

Y� Ä��� Ä��̂��e���» 5É������«���aÂ��� �Â�����¿Z��e ®��Ë ��� ¶��°��� �ai�i�...iN ̸= � º��Ì���Z��] �Ä��f���Y{ i� = i� = ... = iN ÉY���]

�|��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿

ÉZ��Å�Ä��ËY�{ ½{Y{ �Y���« Ê��À�� ��» Ä��] Ä��̄ d���Y ��½{���̄ �Ê�����Ë���eZ��» ¹Â��Æ��̈ ��» ,É�Â�����¿Z��e ���̂��m �{ º��Æ��» º��Ì��ÅZ��̈ ��» �Y Ê��°��Ë
��7HQVRU 6OLFH
��6XSHU GLDJRQDO
��0DWULFL]DWLRQ� DOVR FDOOHG 8QIROGLQJ



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

���� �Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ÉZ��Å����ËÔ���Y ���� ¶��°���

���� |��À��ËÂ��³ Ê��¿Z��°��Ë �Â�����¿Z��e Y� �Â�����¿Z��e ¾��ËY �d���Y ®��Ë ½M ������« ÉÁ� ÉZ��Å�Ä��ËY�{ Ä��̄ É������«���aÂ��� �Â�����¿Z��e ®��Ë ���� ¶��°���

¶��¼��� ¾��ËY ÉY���] É{|�� ��f��» ÉZ��Å���Á� Ä��̄ d���Y ¾���Á� �d���Y ���Ë���eZ��» ®��Ë ¶��°��� Ä��] º��Å �Z��À��̄ �{ �Â�����¿Z��e ®��Ë

½{���̄ �Ê�����Ë���eZ��» ÉY���] ¹Â������» �Á� �d�����Ì��¿ Z��f��°��Ë ¶��¼��� ®��Ë ½{���̄ �Ê�����Ë���eZ��» ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��� �Â�����f��» ½YÂ��e�Ê��»

½{���̄ Ê�����Ë���eZ��» �Á� Ä��� �d�����Ì��¿ Z��f��°��Ë º��Å �Á� ¾��ËY {Â��mÁ ¾��ËY Z��] �d���Y �n�|��4» ½{���̄ �Ê�����Ë���eZ��»� �Â�����¿Z��e

É�Ä��f��°��¿ Z��Æ��À��e ��d���Y ÉY�Ä��¬��Ì��̧��� º��Ì��À��̄ Ã{Z��̈ ��f���Y �Á� ¹Y|��̄ �Y Ä��̄ �¾��ËY [Z��z��f��¿Y �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» Z��n��À��ËY �{ Y� n�|��4»

Ã{Z��̈ ��f���Y É�Z����Ê�����Ë���eZ��» ÉY���] |��uYÁ �Á� ®��Ë �Y �cZ��Ì��̧��¼��� Ê��»Z��¼��e �{ º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ ����Z��y Ä��] Ä��̄ d���Y ¾��ËY º��Æ��»

�º��Ì��À��̄

Ä��] A ∈ RI�×I�×...×IN �Â�����¿Z��e �� n�|��4» É�Ã|����Ê�����Ë���eZ��» ¹���§ �n�|��4» ½{���̄ Ê�����Ë���eZ��»� ���� ¦��Ë��� ��e

\��Ì��e���e �|��À��Ì��q�Ê��» ���Ë���eZ��» ®��Ë ÉZ��Å�½Â��f��� �{ Y� n�|��» ÉZ��Å���̂��Ì��§ Á {Â����Ê��» Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ A(n) É�Ä��̧��Ì���Á

Ä��� ��� Z��e ��� ÉZ��Å�¶��°��� �{�ÁM�Ê��» {Â��mÁ Ä��] ½{���̄ �Ê�����Ë���eZ��» ÉY���] Y� Ê��̈ ��̧��f��z��» ÉZ��Å��Á� Z��Å���̂��Ì��§ É���Ì��³�Y���«

�|��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� n�|��4» ½{���̄ É�Â�����¿Z��e �Á�

��0RGH�Q XQIROGLQJ



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

���� �Á� Ä��] n�|��4» ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ���� ¶��°���

���� �Á� Ä��] n�|��4» ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ���� ¶��°���



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

���� �Á� Ä��] n�|��4» ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ���� ¶��°���

�{���Ì��³�Ê��» c�Â��� A(�) ½{���̄ �É�Y{���] É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] A �Â�����¿Z��e ��½{���̄ �É�Y{���] �½{���̄ �É�Y{���]� ���� ¦��Ë��� ��e

�º��Ì��À��Ì��r��] º��Å �Z��À��̄ �Y{���] ®��Ë �{ Y� ½M ÉZ��Å�½Â��f��� d���Y �Ê��§Z��̄ ���Ë���eZ��» ®��Ë ½{���̄ �É�Y{���] ÉY���]

É�Â�����¿Z��e [���� �YÂ��¿Y �������

[���� �Â��¼��n��» c�Â��� Ä��] X ,Y ∈ RI�×I�×...×IN �Â�����¿Z��e Á{ Ê��̧��yY{ [���� �Ê��̧ ��yY{ [����� ���� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e Z��Å�½M ����Z��À��f��» ÉZ��Å�Ä��ËY�{

⟨X ,Y⟩ =
I�∑

i�=�

I�∑

i�=�
...

IN∑

iN=�
xi�i�...iN yi�i�...iN ������

�⟨X ,X ⟩ = ||X ||� Ä��̄ d���Y ¾���Á�

Ä��] Y ∈ RJ�×J�×...×JM Á X ∈ RI�×I�×...×IN 5�Â�����¿Z��e Á{ Ê��m�Z��y [���� �Ê��m�Z��y [����� ���� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â���

Z = X ◦ Y ∈ RI�×...×IN×J�×...×JM ������

zi�i�...iN j�j�...jM = xi�i�...iN yj�j�...jM ������
��9HFWRUL]DWLRQ



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

½M �{ Ä��̄

in ∈ { �, ..., In } ,� ≤ n ≤ N

jm ∈ { �, ..., Jm } ,� ≤ m ≤M

�Y{���] ¾��Ë|��À��q 5Ê��m�Z��y [���� ,{�Y{ {Z��Ë� {���]�Z��̄ É�Â�����¿Z��e ���̂��m �{ Ä��̄ Ê��m�Z��y [���� �Y Ê���Z��y d��·Z��u

N ¾��ËY Ê��m�Z��y [���� �an ∈ RIn×� ,� ≤ n ≤ N ���Å ÉY���] Ä��̄ |��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� a�, · · · ,aN ÉZ��Å�Y{���] �d���Y

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Ä��̄ d���Y N Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë �Y{���]

X = a� ◦ a� ◦ · · · ◦ aN ∈ RI�×···×IN

X (i�, i�, · · · , iN ) = a� (�)a� (�) · · ·aN (N)

������

Á X ∈ RI�×I�×···×IM×J�×···×JN 5�Â�����¿Z��e Á{ ������¬��À��» [���� ���������¬��À��» [����� ����� ¦��Ë��� ��e

J�× · · ·×JN ×K�× · · ·×KP {Z�� ��]Y Z��] �Â�����¿Z��e ®��Ë ,M Z��e � ÉZ��Å�|��4» d��Æ��m �{ Y ∈ RI�×I�×···×IM×K�×···×KP

�{Â�����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Á d���Y

⟨X ,X ⟩�,··· ,M ;�,··· ,M (j�, · · · , jN , k�, · · · , kP ) =
I�∑

i�

· · ·
IM∑

im

xi�,··· ,iM ,j�,··· ,jN yi�,··· ,iM ,k�,··· ,kP ������

Z��»Á���· ������¬��À��» [���� �|��À��ËZ��Ì��] Y �Y ¶��̂��« X Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�|��» Ä��̄ |��¿Â����Ê��» \��e���» Ê��e�Â��� Ä��] Ã|��¿Z��»�Ê��«Z��] ÉZ��Å�|��4»

½M d��Æ��m �{ [���� Ä��̄ Ê��ËZ��Å|��4» É�Ã�Y|��¿Y |��ËZ��] Z��»Y ,{���Ì��³ c�Â��� �Â�����¿Z��e Á{ �Y Ê��¿Z�����°��Ë ÉZ��Å|��4» �d��Æ��m �{ |��ËZ��̂��¿

5�Â�����¿Z��e ¹Â��� |��4» Á X ∈ R�×�×� 5�Â�����¿Z��e ¹Á{ |��4» d��Æ��m �{ ������¬��À��» [���� µZ��j��» ÉY���] �|��À���Z��] ���]Y���] {Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y

�{ Y Á X �Â�����¿Z��e Á{ ������¬��À��» [���� {Z��¼��¿ �|��¿Y{���³�Ê��»����] Y� Z = ⟨X ,Y⟩�,� ∈ R�×�×�×� 5�Â�����¿Z��e Y ∈ R�×�×�

�{Â����Ê��» Ã{Z��� ���Ë� c�Â��� Ä��] ½Z�����°��Ë |��» M ÉZ��f���Y�

⟨X ,Y⟩�,··· ,M ;�,··· ,M = ⟨X ,Y⟩�,··· ,M ������

Ä��] n |��4» ���m Z��Å�|��4» É�Ä��¼��Å d��Æ��m �{ ������¬��À��» [���� Y ∈ RJ�×·×JN Á X ∈ RI�×·×IN �Â�����¿Z��e Á{ ÉY���]

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â���

⟨X ,Y⟩−n = X(n)Y
T
(n), (Ik = Jk, ∀k ̸= n) ������

� ÉZ��Å|��4» ÉZ��f���Y� �{ Z��Å�½M ������¬��À��» [���� |��À���Z��] ���]Y���] {Z�� ��]Y Z��] N Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e Á{ Y Á X Ä��̄ Ê��f��·Z��u �{

�d���Y �Â�����¿Z��e Á{ Ê��̧��yY{ [���� ½Z��¼��Å N Z��e
��&RQWUDFWHG SURGXFW
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⟨X ,Y⟩�,··· ,N = ⟨X ,Y⟩ ������

Z��Å�½M ������¬��À��» [���� ,M = � º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ ���� É�Ä�����]Y� �{ ÃYÂ��z��·{ �Â�����¿Z��e Á{ ÉY���] ���³Y �Â����¾��Ì��¼��Å

�{Â��] |��ÅYÂ��y Z��Å�½M Ê��m�Z��y [���� ½Z��¼��Å

ÉZ�����§ Â������ U ∈ RJ×In ���Ë���eZ��» �{ X ∈ RI�×I�×...×IN 5�Â�����¿Z��e n 5|��4» [���� �Q 5|��4» [����� ����� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Á d���Y RI�×I�×...×In−�×J×In+�×...×IN

Y = X ×n U ∈ RI�×I�×...×In−�×J×In+�×...×IN

Y(i�, i�, · · · , in−�, j, in+�, · · · , iN ) =
In∑

in=�
X (i�, i�, · · · , iN )U(j, in)

������

�d���Y ���Ë� c�Â��� Ä��] n |��4» [���� �Y ���e�Ã�{Z��� �{ �{Â����Ê��» [���� U �{ X �Y n�|��4» ���̂��Ì��§ ���Å Ê��e�Z��̂��� Ä��]

Y = X ×n U ⇔ Y (n) = UX(n) ������

�{Y{ ½Z�����¿ ½YÂ��e�Ê��»

X ×n A×m B = X ×m B ×n A, (m ̸= n) ������

�d��§���³ |��ÅYÂ��y �Y���« {���]�Z��̄ {�Â��» �Z��Ì�����] Ã|��À��ËM �{ d��Ì���Z��y ¾��ËY

G ∈ RJ�×...×JN 5�Â�����¿Z��e Á A(n) ∈ RIn×Jn , n = �, · · · , N ���Ë���eZ��» 1 ÉY���] ½YÂ��e�Ê��» Ê��f��uY� Ä��] ½Â��À��̄ Y

�{���̄ ¦��Ë��� ��e

G × {A} ! G ×� A(�) ×� A(�) ×� ...×N A(N) ∈ RI�×I�×···×IN ������

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y º��Å Y� ���Ë� {Z��¼��¿ ¾��Ì��À��q�º��Å

G ×−n {A} ! G ×� A(�) ×� · · ·×n−� A
(n−�) ×n+� A

(n+�) ×n+� ...×N A(N) ∈ RI�×···×In−�×Jn×In+�×···×IN

������

É�Â�����¿Z��e ���̂ ��m �{ º��Æ��» Ê�����Ë���eZ��» ÉZ��Å�[���� �������

���Ë���eZ��» ®��Ë B ∈ RK×L Á A ∈ RI×J ���Ë���eZ��» Á{ �����°��Ì��¿Á���̄ [���� ����°��Ì��¿Á���̄ [����� ����� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��» ���Ë� É�Ä�����]Y� �Y Á Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ A⊗B É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Á d���Y (IK)× (JL)

��.URQHFNHU SURGXFW
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������

A⊗B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a��B a��B ... a�JB

a��B a��B ... a�JB

. . . .

. . . .

. . . .

aI�B aI�B ... aIJB

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
[
a� ⊗ b� a� ⊗ b� a� ⊗ b� ... aJ ⊗ bL−� aJ ⊗ bL

]

B ∈ RJ×K Á A ∈ RI×K ���Ë���eZ��» Á{ ½Z��Ì��» .KDWUL�5DR [���� �.KDWUL�5DR[����� ����� ¦��Ë��� ��e

�{Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��» ���Ë� c�Â��� Ä��]

A⊙B =
[
a� ⊗ b� a� ⊗ b� ... aK ⊗ bK

]
������

�d���Y ���]Y���] Z��Å�½M .KDWUL�5DR Á ���°��Ì��¿Á���̄ [���� ,|��À���Z��] �Y{���] Á{ b Á a ���³Y

[�� �� A,B ∈ RI×J �� �Ë�� �eZ� �» Á{ ��{�Z� �»Y{Z� �Å [�� �� �{�Z� �»Y{Z� �Å [�� ��� ����� ¦� �Ë�� � � �e

�d���Z��Å�½M ��É�Ä��ËY�{�Ä��]�Ä��ËY�{

A#B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a��b�� a��b�� ... a�Jb�J

a��b�� a��b�� ... a�Jb�J

. . . .

. . . .

. . . .

aI�bI� aI�bI� ... aIJbIJ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

�Â�����¿Z��e É��Ä��̂ ��e� �������

Y� ½M ½YÂ��f��] ���³Y |��À��ËÂ��³ ��®��Ë�Ä��̂��e� Y� X ∈ RI�×I�×...×IN �Â�����¿Z��e �®��Ë��Ä��̂ ��e� �Â�����¿Z��e� ����� ¦��Ë��� ��e

�Ê��À�� ��Ë -d���Â��¿ �Y{���] 1 Ê��m�Z��y [���� c�Â��� Ä��]

X = a(�) ◦ a(�) ◦ ... ◦ a(N) ������

�d���Y ®��Ë��Ä��̂��e� �Y Ä��� �Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ���ËZ��¼��¿ ��� ¶��°���

�Y Ä��̄ d���Y ®��Ë Ä��̂��e� ÉZ��Å�Â�����¿Z��e {Y|�� ��e ¶��«Y|��u ���]Y���] X 5�Â�����¿Z��e ��É�Ä��̂��e� ��Â�����¿Z��e �É�Ä��̂ ��e�� ����� ¦��Ë��� ��e

{Y|�� ��e º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ,º��Ì��À��̄ Ä��̂���Z��v��» ª��Ì��«{ Y� �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��̂��e� º��Ì��¿YÂ��f��] ���³Y �|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] X Z��Å�½M �Â��¼��n��»
��+DGDPDUG SURGXFW
��(OHPHQWZLVH
��5DQN��
��5DQN
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���� ®��Ë�Ä��̂��e� É��Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ���� ¶��°���

½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] Ê��¼��Ì��¬��f�����» �Á� Z��»Y �º��Ë�ÁM d���{ Ä��] Y� ������ ���z��]� ½M &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��»

Ä��] �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��̂��e� ¶��¼��� �{ ���� d���Y 13�KDUG É�Ä��·P�����» ®��Ë Ä��̄ Y���q {�Y|��¿ {Â��mÁ �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��̂��e�

Ä��] {Â��� �Â��m�� |��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ½M Ä��] &3 É�Ä��Ë���n��e É{Z��Ë� {Y|�� ��e ����Y���] É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Á É{|��� c�Â���

�Z��y cÓZ��u �{ �Â�����¿Z��e É�Ä��̂��e� ÉY���] ÓZ��] �½Y���̄ ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] É{|�� ��f��» ÉZ��Å��Ô��e ������� ���z��]

É�Ä��̧���Â��u �{ Z��Å�½M Ê�������] Ä��̄ d���Y Ã|��� Ä��WY�Y �Â�����¿Z��e É�Ä��̂��e� ÉY���] É{Z��Ë� Ê��̂��À��m ¦��Ë�Z�� ��e Á d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y

���� Ä��] {Â��� �Â��m� cZ��Ì��W���m ÉY���] �d�����Ì��¿ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY

º��Æ��» �YÂ��y �������

���� º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» cZ��̂��iY ½Á|��] Y� É�Â�����¿Z��e ���̂��m �{ º��Æ��» �YÂ��y �Y É{Y|�� ��e d��¼�����« ¾��ËY �{

�º��Ë�Y{ X ,Y ∈ RI�×···IN �Â�����¿Z��e Á{ ÉY���] ���� º��·

∥X − Y∥� = ∥X∥� − � ⟨X ,Y⟩+ ∥Y∥� ������

�A ∈ RJ×K Á Y ∈ RI�×···×In−�×K×In+�×···×IN Á X ∈ RI�×···×In−�×J×In+�×···×IN |��Ì��À��̄ ����§ ���� º��·

c�Â��� ¾��ËY �{

⟨X ,Y ×n A⟩ =
〈
X ×n AT ,Y

〉
������

��Ä��°��Ë 5 �|��»Z�� ��f��» ���Ë���eZ��» ®��Ë Q ∈ RJ×In |��Ì��À��̄ ����§ Á |��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� X ∈ RI�×···IN �Â�����¿Z��e ���� º��·

�º��Ë�Y{ c�Â��� ¾��ËY �{ �d���Y

∥X ×n Q∥ = ∥X∥ ������

�c�Â��� ¾��ËY �{ B ∈ RJ×L Á A ∈ RI×L |��Ì��À��̄ ����§ ���� º��·
��)LW
��2UWKRQRUPDO
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(A⊙B)† = ((ATA)# (BTB))†(A⊙B)T ������

�d���Y ���Â��°�� ��»�Ä��̂��� d��»Ô��� † ½M �{ Ä��̄

7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �����

X ∈ RI�×...×IN 5�Â�����¿Z��e �Ä��Ë���n��e ¾��ËY �|��� Ê��§��� ��» 7XFNHU É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ���� µZ��� �{ 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e

�|��À��̄ �Ê��» Ä��Ë���n��e |��4» ���Å �{ ���Ë���eZ��» ®��Ë Á ��Ä��f�����Å 5�Â�����¿Z��e ®��Ë Ä��] Y�

X ≈ G × {A} = G ×� A(�) ×� ...×N A(N) =
R�∑

r�=�

R�∑

r�=�
· · ·

RN∑

rN=�
gr�,r�,··· ,rNa(�)

r� ◦ a
(�)
r� ◦ · · · ◦ a

(N)
rN

������

�|��¿Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Ä��Ë���n��e �� 5¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ½M �{ Ä��̄

A(n) =
[
a(n)
� , · · · ,a(n)

Rn

]
∈ RIn×Rn , n = �, · · · , N

7XFNHU É�Ä��Ë���n��e Y� ���� É�Ä�����]Y� �{Â����Ê��» Ã|��Ì��»Z��¿ Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e G ∈ RR�×R�×...×RN 5�Â�����¿Z��e Á

Ä��] Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e �Y Rn < In ���³Y {�YÂ��» Ê��y���] �{ �Rn ≤ In |��ËZ��] ½M �{ Ä��̄ |��À��ËÂ��³�Ê��» (R�, · · · , RN )��Ä��̂��e�

�Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] É�Z�����f��yY c�Â��� Ä��] Y� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �{Â����Ê��» {Z��Ë X �Â�����¿Z��e É�Ã|��� Ã{������§ É�Ä��z�����¿ ½YÂ��À���

�|��À��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ 7XFNHU �����́ ��̧��¼���

X ≈ !G;A(�), · · · ,A(N)" ������

�d���Y Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ���ËZ��¼��¿ ��� ¶��°���

�{���̄ Ê�����ËÂ��¿�Z��] ���Ë� ¶��°��� Ä��] ÉY�Ä��ËY�{ c�Â��� Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� ���� É�Ä�����]Y�

xi�i�...iN ≈
R�∑

r�=�

R�∑

r�=�
...

RN∑

rN=�
gr�r�...rNa(�)i�r�

a(�)i�r�
...a(N)

iNrN
������

�d���Y �Y���«���] n = �, · · · , N ���Å ÉY���] ���Ë� É�Ä�����]Y� ¾��Ì��À��q�º��Å

X(n) ≈ A(n)G(n)

(
A(N) ⊗ ...⊗A(n+�) ⊗A(n−�) ⊗ ...⊗A(�)

)T
������

�d���Â��¿ ���Ë� c�Â��� Ä��] A(n) Ä��] d��̂�����¿ Y� X(n) ª��f�����» ½YÂ��e�Ê��» Ä�����]Y� ¾��ËY �Z���Y ���]

dX(n)

dA(n)
=
[(

A(N) ⊗ ...⊗A(n+�) ⊗A(n−�) ⊗ ...⊗A(�)
)
GT

(n)

]
⊗ IIn ������

�d���Y In × In 5Ê��¿Z��°��Ë ���Ë���eZ��» IIn ½M �{ Ä��̄
��3VHXGRLQYHUVH
��&RUH 7HQVRU
��)DFWRU PDWUL[
��2SHUDWRU
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���� X ≈ !G;A,B,C" c�Â��� Ä��] X ∈ RI×J×K 5�Â�����¿Z��e ÉÁ� ���] (R,S, T )�Ä��̂��e� 7XFNHU É��Ä��Ë���n��e ���� ¶��°���

Ä��f��§���³ ������¿ �{ 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Â��f��̄ Z��§ ÉY���] |��»Z�� ��e ����� ���� 7XFNHU Ê��̧���Y É�Ä��·Z��¬��» �{ |��À��q���Å

Z��Ë Á ���17'� Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á Z��Å�Â��f��̄ Z��§ Ä��] Y� ½{Â��] Ê��̈ ��À��»Z��¿ ½Â��r��¼��Å É���́ ��Ë{ Ê���Á���� ½YÂ��e�Ê��» ,d���Y Ã|���

���� �VHPL�17'� {���̄ µZ��¼���Y Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ä��ËY�{ �Y Ê��y���] �Z��Ë� Á Z��Å�Â��f��̄ Z��§ �Y Ê��y���]

�º��Ë�Y{ º��Ë�ÁM d���{ Ä��] X �Â�����¿Z��e \�����u ���] Y� Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e º��Ì��ÅYÂ��z��] ���³Y ½Â��À��̄ Y

G = X ×A(�)† ×� · · ·×N A(N)† ������

�{Â��] |��ÅYÂ��y Z��Å�½M É�Ã{Z��Æ��¿Y���e ���]Y���] Z��Å�½M �Â��°�� ��»�Ä��̂��� ,|��À���Z��] |��»Z�� ��f��» ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���³Y Ä��̄ d���Y ¾���Á�

¾��ËY �{ �º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ U Z��] Y� |��À��f�����Å |��»Z�� ��f��» Ä��̄ Ê��̧��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���f�����Ì��] d��·Â��Æ��� ÉY���] �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �{

�º��Ë�Y{ c�Â���

G = X ×U (�)T ×� · · ·×N U (N)T = !G;U (�)T , · · · ,U (N)T " ������

Z��e � ¾��Ì��] {|��� ®��Ë 0� d���Y 7XFNHU�0 c�Â��� Ä��] 1 Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e Ê��̧��̄ d��·Z��u

�{ �|��À��̄ �Ê��» Ä��Ë���n��e ½M 5|��4» 0 d��Æ��m �{ ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» Á Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e ®��Ë Ä��] Y� X �Â�����¿Z��e Ä��̄ �d���Y 1

Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e µZ��j��» ÉY���] �º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« I Z��] ���]Y���] ���� É�Ä�����]Y� �{ Y� ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» 0 Ä��Ë���n��e ¾��ËY �{ ���«YÁ

Ä��] ���� É�Ä�����]Y� �Z���Y ���] �Â�����¿Z��e ¾��ËY ÉY���] Y� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �|��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� X ∈ RI×J×K Ä���

�d���Â��¿ ½YÂ��e�Ê��» ���Ë� c�Â���

X ≈ G ×� A×� B ×� C = !G;A,B,C" ������

½M ½YÂ��e�Ê��» Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Z��] ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Y Ê��°��Ë ¹Z��£{Y Z��] Z��»Y ���� |��À��»Z��¿�Ê��» 7XFNHU�� Y� �Ä��Ë���n��e ¾��ËY

Z��] c�Â��� ¾��ËY �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» ¹Z��£{Y G �{ Y� C ���Ë���eZ��» |��Ì��À��̄ ����§ µZ��j��» ÉY���] �{���̄ ¶��Ë|��̂��e 7XFNHU�� Ä��] Y�
��1RQQHJDWLYH 7XFNHU 'HFRPSRVLWLRQ
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�Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë 7XFNHU������ ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e ����� ¶��°���

����� º��Ë�Y{ F = G ×� C ¦��Ë��� ��e

X ≈ F ×� A×� B = !G;A,B, I" ������

º��Ì��ÅYÂ��y Y� 7XFNHU�� É�Ä��Ë���n��e ,�B Ô��j��»� º��Ì��À��̄ ¹Z��£{Y F �{ Y� ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Y ���́ ��Ë{ Ê��°��Ë ���³Y ½Â��À��̄ Y

�d���Y{

X ≈ H×� A = !G;A, I, I" ������

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� ���� Z��e ���� ���]YÁ� 7XFNHU������ �Y Ê�����ËZ��¼��¿ ���� ¶��°��� �H = F ×� B ½M �{ Ä��̄

�1�0� É�Ä���Â��¼��n��»���Ë� ���Å ½YÂ��e�Ê��» Ä��̄ d���Y c�Â��� ¾��ËY Ä��] 1 Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e Ä��] ���� Z��e ���� ���]YÁ� º��Ì��¼�� ��e

Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e �{ Y� Z��Å�½M Ê��e�Z��̂ ��� Ä��] ,��� {Y{ �Y���« I ���]Y���] ���� É�Ä�����]Y� �{ Y� ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Y Ê��ËZ��e

�{���̄ ¹Z��£{Y
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Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e � �������

(R�, · · · , RN )�Ä��̂��e� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e Y� �½M º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» Ä��̄ |��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� X ∈ RI�×···×IN �Â�����¿Z��e

¾��Ë���e�º��̄ Z��] �Ä��Ë���n��e ¹Z��n��¿Y Z��» ¥|��Å ���º��Ë�ÁM d���{ Ä��] Y� U (n) ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» Á G Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á º��Ì��À��̄

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y Á� ���Ì��a Y� ���Ë� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����» ¾��ËY���]Z��À��] �d���Y Z�����y ½Y���Ì��»

min
G,U(�),··· ,U(N)

∥X − !G;U (�), · · · ,U (N)"∥

s.t. G ∈ RR�×···×RN

U (n) ∈ RIn×Rnorthonormal, n = �, · · · , N

������

º��Ì��À��̄ ����§ �{Â��� ¥~��u É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����» �Y G Ä��̄ É�Â��� Ä��] º��Ì��Å{�Ê��» ���Ì��Ì��¤��e Y� �Ä��·P�����» ½Â��À��̄ Y

É�Z����Ã{Z��� ÉY���] Y� ���Ë� É�Ä��Ì�����« �|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ���� É�Ä�����]Y� G c�Â��� ¾��ËY �{ º��Ë�Y{ Y� ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��»

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ���� É�Ä��·P�����»

,º��Ì��À��̄ Ä��̂���Z��v��» ���� É�Ä�����]Y� �Y Y� G ,¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��f���Y{ ����§ Z��] Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ ���� Ä��Ì�����«

�{Â����Ê��» ¶��Ë|��̂��e ���Ë� É�Ä��·P�����» Ä��] ���� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����»

max
U(�),··· ,U(N)

∥!X ;U (�)T , · · · ,U (N)T "∥

s.t. U (n) ∈ RIn×Rnorthonormal, n = �, · · · , N
������

�º��Ë�Y{ ��� º��· Ä��] {Z��À��f���Y Z��] �cZ��̂ ��iY

∥X − !G;U (�), · · · ,U (N)"∥ =

∥X∥� − �
〈
X , !G;U (�), · · · ,U (N)"

〉
+ ∥!G;U (�), · · · ,U (N)"∥�

������

�º��Ë�Y{ ��� º��· �Y ¾��Ì��À��q�º��Å
〈
X , !G;U (�), · · · ,U (N)"

〉
=
〈
G, !X ;U (�)T , · · · ,U (N)T "

〉
= ∥G∥� ������

�|��Å{�Ê��» Ä��n��Ì��f��¿ ��� º��· d��ËZ��Æ��¿ �{ Á

∥!G;U (�), · · · ,U (N)"∥� = ∥G∥� ������

�º��Ë�Y{ ¾��ËY���]Z��À��]

∥X − !G;U (�), · · · ,U (N)"∥ = ∥X∥� − ∥G∥� ������

" �{Â��] |��ÅYÂ��y ����� É�Ä��·P�����»� ∥G∥ ½{���̄ Ä��À��Ì�����Ì��] µ{Z�� ��» ���� É�Ä��·P�����» ���a
�d���Y Ã|��� Ä��f���Â��¿ ��� ���̂��À��» Z��] Ä��]Z�����» d��¼�����« ¾��ËY ��

Mina


Mina
^2

Mina
^2
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Ã{Y{ t��Ì���Â��e Ä��»Y{Y �{ Ä��̄ {�Y{ {Â��mÁ ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e ÉY���] �Á� Á{ ÓZ��] É�Ä��Ì�����« Ä��mÂ��e Z��]

�|��� |��ÅYÂ��y

+269'�Á� � ¦��·Y

�Z��̄ ¾��ËY �d���Y ���́ ��Ë{ ÉZ��Å|��4» �Y ¶��¬��f�����» �|��4» ���Å �{ �����¿Z��Ë�YÁ ���f�����Ì��] ¾��f��§Z��Ë �Á� ¾��ËY d�����a Ê��̧���Y É�Ã|��ËY

���Ë� c�Â��� Ä��] ���� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����» ���a �d���Y ¹YQ |��4» d��Æ��m �{ 7XFNHU�� É�Ä��Ë���n��e Ê��À�� ��» Ä��] Z��¬��Ì��«{

�{Â����Ê��» s������» Q 5|��4» ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e ÉY���]

max
U(n)
∥!X ; I, · · · , I,U (n)T , I, · · · , I"∥

s.t. U (n) ∈ RIn×Rnorthonormal

������

º��Ì��¿Y{�Ê��» Ê�����Ë���eZ��» ���̂��m �Y �d���Y ∥X ×n U (n)T ∥ = ∥U (n)TX(n)∥ µ{Z�� ��» ÓZ��] É�Ä��·P�����» �{ Ä��À��Ë���Å ���]Z��e

���Å ÉY���] Y� ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» �Á� ¾��ËY Ä��] ���³Y �d���Y U (n) É�Ä��À��Ì��Æ��] [YÂ��m X(n) `��q ¾��Ì��°��e �Y{���] Rn Ä��̄

�Á� ¾��ËY Ä��] ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] -º��ËY�Ã{���] �Z��̄ Ä��] 69' ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�|��4» �{ ���«YÁ �{ º��Ì��À��̄ Ä��̂���Z��v��» n = �, · · · , N

�|��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ Y� +269' |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ +LJKHU 2UGHU 69' �+269'�

�Â�����¿Z��e (R�, ..., RN )�®��¿� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂���Z��v��» ÉY���] +269' º��f��Ë�Â��́ ��·Y � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
���� X ∈ RI�×...×IN

,QSXW� X ∈ RI1×···×IN DQG R1, · · · , RN

2XWSXW� U (1), · · · ,U (N) DQG G ∈ RR1×···×RN

�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� U (n) ← Rn OHDGLQJ OHIW VLQJXODU YHFWRUV RI X(n)

�� HQG IRU
�� G = !X ,U (1)T , · · · ,U (N)T "

+22,�Á� � [

É�Ä��·P�����» |��ËZ��] ,º��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�|��4» ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��] µÔ��¬��f���Y º��Ì��ÅYÂ��z��¿ Ä��̄ Ê��e�Â��� �{

�Y ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d�����Ì��¿ ¾��°��¼��» Z��Å���f��»Y�Z��a {Y|�� ��e ½{Â��] {Z��Ë� ¶��Ì��·{ Ä��] �Z��̄ ¾��ËY Z��»Y �º��Ì��À��̄ ¶��u Z��m ®��Ë Y� ����

|��4» ���Å ÉY���] d��]Â��¿ Ä��] Ê��À�� ��Ë �{Â����Ê��» ¶��¼��� ��Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m c�Â��� Ä��] ½M �{ Ä��̄ {Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y ��$/6 �Á�

¶��u ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å|��4» ÉY���] É�Y���°��e c�Â��� Ä��] Y� Ä��·P�����» Á º��Ë�Y{ Y� Z��Å|��4» ���ËZ��� ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» º��Ì��À��̄ ����§
��9DULDWLRQ
��$OWHUQDWLQJ /HDVW 6TXDUHV
��$OWHUQDWLQJ
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¾��ËY���]Z��À��] �º��Ì��¿���] ¾��Ì��¼��z��e ©Â��§ �Á� Z��] Y� U (n) º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» |��Ì��À��̄ ����§ �Z��y n ®��Ë ÉY���] ½Â��À��̄ Y �º��Ì��À��̄

�|��ËM�Ê��» �{ ���Ë� c�Â��� Ä��] ���� É�Ä��·P�����»

max
U(n)
∥!X ;U (�)T , · · · ,U (N)T "∥

s.t. U (n) ∈ RIn×Rnorthonormal

������

Ã{Z��� ���Ë� c�Â��� Ä��] Ä��·P�����» , Z = !X ;U (�)T , · · · ,U (n−�)T , I,U (n+�)T , · · · ,U (N)T " º��Ì��À��̄ ¦��Ë��� ��e ���³Y µZ��u

�{Â����Ê��»

max
U(n)
∥Z ×n U (n)T ∥ = ∥U (n)TZ(n)∥

s.t. U (n) ∈ RIn×Rnorthonormal

������

,d���Y É�Y���°��e º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY Ä��̄ Z��m�½M �Y �{Â��] |��ÅYÂ��y U (n) É�Ä��À��Ì��Æ��] [YÂ��m Z(n) `��q ¾��Ì��°��e �Y{���] Rn Ä��̄

½Z�����¿ Y� +22, |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �|��À��¿YÂ��y�Ê��» +LJKHU 2UGHU 2UWKRJRQDO ,WHUDWLYH �+22,� Y� �½M

�|��Å{�Ê��»

�Â�����¿Z��e (R�, ..., RN )�®��¿� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂���Z��v��» ÉY���] $/6 º��f��Ë�Â��́ ��·Y �+22, º��f��Ë�Â��́ ��·Y � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
���� X ∈ RI�×...×IN

,QSXW� X ∈ RI1×···×IN DQG R1, · · · , RN

2XWSXW� U (1), · · · ,U (N) DQG G ∈ RR1×···×RN

�� ,QLWLDOL]H U (1), · · · ,U (N) YLD +269' �DOJRULWKP ��
�� ZKLOH QRW FRQYHUJHG GR
�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� Z = !X ;U (1)T , · · · ,U (n−1)T , I,U (n+1)T , · · · ,U (N)"
�� U (n)T ← Rn OHDGLQJ OHIW VLQJXODU YHFWRUV RI Z(n)

�� HQG IRU
�� HQG ZKLOH
�� G = !X ,U (1)T , · · · ,U (N)T "

&3 É�Ä��Ë���n��e �����

&DUROO ÁY Z��] ½Z��»��º��Å �|��� Ê��§��� ��» +DUVKPDQ É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ���� �{ ��3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e

¾��ËY ���]Z��À��» Ê��y���] �{ ¾��Ì��À��q�º��Å �|��¿{���̄ Ê��§��� ��» ��&$1'(&203¹Z��¿ Z��] Y� ½M ���Ì��¿ &KDQJ Á

¦��̈ ��z��» Ä��̄ &3 Y� �½M ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À��ËÂ��³�Ê��» &DQRQLFDO 3RO\DGLF 'HFRPSRVLWLRQ Y� Ä��Ë���n��e

���� |��À��¿YÂ��y�Ê��» ���Ì��¿ d���Y &DQRQLFDO 3RO\DGLF Á &$1'(&203�3$5$)$&
��3$5$OOHO )$&WRU DQDO\VLV
��&$1RQLFDO '(&203RVLWLRQ



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

�|��¿��Ê��» ¾��Ì��¼��z��e ®��Ë�Ä��̂��e� �Â�����¿Z��e R �Â��¼��n��» c�Â��� Ä��] Y� X ∈ RI�×...×IN 5�Â�����¿Z��e Ä��Ë���n��e ¾��ËY

X ≈
R∑

r=�
a(�)
r ◦ a(�)

r ◦ ... ◦ a(N)
r ������

a(n)
r ÉZ��Å�Y{���] ÉZ��Å�Ä��ËY�{ �Z���Y ���] X �Â�����¿Z��e É�Ä��ËY�{ ���Å Á a(n)

r ∈ RIn , r = �, · · · , R ���Å ÉY���] ½M �{ Ä��̄

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��]

X (i�, i�, · · · , iN ) ≈
R∑

r=�
a(�)
r (i�)a

(�)
r (i�)...a

(N)
r (iN ), ∀n = �, · · · , N : in ∈ {�, · · · , In} ������

n = �, · · · , N ���Å ÉY���] ���³Y �½Â��À��̄ Y �d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] &3 É�Ä��Ë���n��e Ä��̄ {Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ d��·Z��u ¾��ËY �{

�{ A(n) =
[
a(n)
� a(n)

� ... a(n)
R

]
∈ RIn×R c�Â��� Ä��] Z��Å r = �, · · · , R É�Ä��¼��Å ÉY���] Y� a(n)

r ÉZ��Å�Y{���]

É�Ä��Ë���n��e ��¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» Y� Z��Å�½M Ä��̄ d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ���Ë���eZ��» N ,º��Ì��Å{ �Y���« ���Ë���eZ��» ®��Ë ÉZ��Å�½Â��f���

���� {Â����Ê��» Ä��f���Â��¿ ���Ë� ¶��°��� Ä��] É�Z�����f��yY c�Â��� Ä��] ���� É�Ä�����]Y� c�Â��� ¾��ËY �{ �º��Ì��»Z��¿�Ê��» &3

X ≈ !A(�), · · · ,A(N)" ≡
R∑

r=�
a(�)
r ◦ a(�)

r ◦ ... ◦ a(N)
r ������

���Ë� c�Â��� Ä��] 7XFNHU ���́ ��̧��¼��� Z��] ½M É�Ä�����]Y� Á |��À��ËÂ��³ ��� NUXVNDO ���́ ��̧��¼��� Y� !A(�), · · · ,A(N)" ���́ ��̧��¼���

�d���Y

!A(�), · · · ,A(N)" = !I;A(�), · · · ,A(N)" ������

Y� &3 É�Ä��Ë���n��e ���� ¶��°��� �d���Y R ½M |��4» É�Ã�Y|��¿Y Ä��̄ d���Y X Z��] Ä��̂��e����» º��Å Ê��¿Z��°��Ë �Â�����¿Z��e I ½M �{ Ä��̄

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ÉY���]

Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�½�Á Á |��¿Â��� Ä��°��Ë Z��e |��¿Â����Ê��» Ã���Ì��·Z��»���¿ ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� {�YÂ��» É�Z��Ì�����] �{

���Å É�Ã�Y|��¿Y Á d���Y X Z��] Ä��̂��e���»�º��Å L �{Â����Ê��» Ã{Y{ �Y���« L 5É������«���aÂ��� �Â�����¿Z��e ������«���aÂ��� ÉÁ� Z��Å�½M ÉZ��Å�Ã�Y|��¿Y

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] &3 É�Ä��Ë���n��e c�Â��� ¾��ËY �{ �d���Y R ½M |��4»

X ≈ !L;A(�), · · · ,A(N)" ≡
R∑

r=�
λra

(�)
r ◦ a(�)

r ◦ ... ◦ a(N)
r ������

|��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] X �Â�����¿Z��e n |��4» É�Ã|��� Ê�����Ë���eZ��» ¹���§ º��Ì��Å{ �Y���« Λ ���Ë���eZ��» ������« �{ Y� λ �Y{���] ���³Y

�{Â��]

X(n) ≈ A(n)Λ
(
A(N) ⊙ ...⊙A(n+�) ⊙A(n−�) ⊙ ...A(�)

)T
������

��)DFWRU PDWUL[
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���� X ≈
∑R

r=� ar ◦ br ◦ cr = !A,B,C" c�Â��� Ä��] Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] ��Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e &3 É�Ä��Ë���n��e ����� ¶��°���

c�Â��� ¾��ËY �{ |���Z��] 5 É�Ä��̂��e� Z��] �Â�����¿Z��e ®��Ë X ���³Y �|��Ì��À��̄ d��«{ ���� É�Ä�����]Y� ½{Â��] Ê��À��Ì��¼��z��e Ä��]

�Á� �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��̂��e� É�Ä��̂���Z��v��» ,|��� Ä��f��̈ ��³ Ô��̂��« Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å Z��»Y �{Â��] |��ÅYÂ��y ª��Ì��«{ ©Â��§ É�Ä�����]Y�

�d���Y X �Y ¾��Ì��¼��z��e ®��Ë Ê��̧��̄ d��·Z��u �{ &3 É�Ä��Ë���n��e ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] ,{�Y|��¿ Ê��¼��Ì��¬��f�����»

��½{Â��] Ê��̈ ��À��»Z��¿ ½Â��r��¼��Å Ê���Á���� Z��»Y �{�Y|��¿ ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ÉÁ� Ê������� &3 É�Ä��Ë���n��e Ê��̧��̄ �Â��� Ä��]

��17) Y� &3 É�Ä��Ë���n��e ,{Â��� µZ��¼���Y Z��Å�Â��f��̄ Z��§ Ä��] ½{Â��] Ê��̈ ��À��»Z��¿ ����� Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ �|��À��f�����Å µZ��¼���Y ¶��]Z��«

���� |��À��¿YÂ��y�Ê��»

¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��Ì��¼��z��e �������

¾��ËY���]Z��À��] �{�ÁM d���{ Ä��] ª��Ì��«{ �Â��� Ä��] Y� �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��̂��e� ½YÂ��e�Ê��¼��¿ ,º��Ì��f��̈ ��³ Ô��̂��« Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å

ÉY���] ¹Â������» ÉZ��Å��Á� �Y Ê��°��Ë �{�Y|��¿ {Â��mÁ &3 ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] Ê��¼��Ì��¬��f�����» �Á�

ÉY�Y Ä��] Y� ������¿ {�Â��» �Â�����¿Z��e Ä��̄ c�Â��� ¾��ËY Ä��] d���Y 5DQN�5 &3 ÉZ��Å�µ|��» ��Y���] º��̄ ���ËÂ��¿ Z��] ÉZ��Å�Ã{Y{

Ê��¼��̄ �Á� ¾��ËY Z��»Y �º��Ë�ÁM d���{ Ä��] Y� ��Y���] ¾��Ë���f��Æ��] Z��e º��Ì��À��̄ Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] &3 É�Ä��Ë���n��e R = �,�,�, · · ·

Ê��� �{ d���Y ¾��°��¼��» Á |��À��f�����Å ��¾��Ì��ËZ��a É�Ä��̂��e� ÉZ��Å�¾��Ì��¼��z��e ÉY�Y{ Z��Å�Â�����¿Z��e �Y Ê��y���] Ä��̄ Y���q �d���Y Z��¿������y

ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] ¾��Ì��À��r��¼��Å �{Â��� Ã{� ¾��Ì��¼��z��e ���e�º��̄ �½M É�Ä��̂��e� ÃZ��̂ ��f���Y Ä��] ,�Á� ¾��ËY Z��] �Â�����¿Z��e É�Ä��̂��e� ¾��Ì��¼��z��e

&25&21',$ ½Â��r��¼��Å É���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á� ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] ,d�����Ì��¿ �Z����Z��̄ Ê��ËZ��Æ��À��e Ä��] �Z��Ì�� ��» ¾��ËY É���ËÂ��¿

¾��ËY É�Ä��̧���Â��u �{ Z��Å�½M t��Ì���Â��e Ä��̄ |��¿Y�Ã|��� Ä��WY�Y &3 ÉY���] ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e É�Ä�����ËZ��¬��» ÉY���] ���Ì��¿ ����

�º��Ì��¿Y{�Ê��» Y� R º��Ì��À��̄ �Ê��» ����§ Ä��»Y{Y �{ �d�����Ì��¿ �Z��f���Â��¿

¥|��Å Z��] Á |��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y $/6 �Y d���Y Ã|��� Ä��WY�Y &3 É�Ä��̂���Z��v��» ÉY���] Ä��̄ Ê��¼��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��Ë���e�Â��Æ�����»
��1RQQHJDWLYLW\
��1RQQHJDWLYH 7HQVRU )DFWRUL]DWLRQ
��/RZ UDQN DSSUR[LPDWLRQ
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�{Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ�����y ¹���4¿ ½{���̄ Ä��À��Ì��¼��̄

�d���Y s������» ���Ë� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����» ���|��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� X ∈ RI�×···×IN �Â�����¿Z��e

min
A(�),··· ,A(N)

∥X − !A(�), · · · ,A(N)"∥ ������

Y� ���� É�Ä��·P�����» ¥|��Å ���]Z��e ���a �º��Ì��À��̄ ¶��u $/6 �Á� Z��] |��ËZ��] Y� ©Â��§ É�Ä��·P�����» �A(n) ∈ RIn×R ½M �{ Ä��̄

¾��f�����¿Y{ ����§ Z��] Y� A(n) 5¶��»Z��� ���Ë���eZ��» �Z��y n ÉY���] º��Ì��¿YÂ��f��] Z��e Ã{���̄ Ê�����ËÂ��¿�Z��] ���� É�Ä�����]Y� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��]

�º��Ë�ÁM d���{ Ä��] ���́ ��Ë{ ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���ËZ���

∥X − !A(�), · · · ,A(N)"∥ = ∥X(n) −A(n)
(
A(N) ⊙ ...⊙A(n+�) ⊙A(n−�) ⊙ ...A(�)

)T
∥ ������

�|��� |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] ���� É�Ä��·P�����» ���a

min
A(n)
∥X(n) −A(n)

(
A(N) ⊙ ...⊙A(n+�) ⊙A(n−�) ⊙ ...A(�)

)T
∥ ������

�d���Â��¿ ½YÂ��e�Ê��» ��� º��· �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��]

A(n)T =
(
A(N) ⊙ ...⊙A(n+�) ⊙A(n−�) ⊙ ...A(�)

)†
XT

(n)

= V †
(
A(N) ⊙ ...⊙A(n+�) ⊙A(n−�) ⊙ ...A(�)

)T
XT

(n)

������

½M �{ Ä��̄

V = (A(N)TA(N))# · · · (A(n+�)TA(n+�))# (A(n−�)TA(n−�))# · · ·# (A(�)TA(�)) ������

���Ë{Z��¬��» Á 5 ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY �d���Y Ã|��� Ä��WY�Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{

+269' Z��] Z��Ë Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��] Y� Z��Å�½M º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» Ä��̄ |��À��̄ �Ê��» d��§Z��Ë�{ É{Á�Á ½YÂ��À��� Ä��] Y� Z��ÅA(n) É�Ä��Ì��·ÁY

�{���̄ Ê��Å{�Y|��¬��»

Ê��³���ËÁ 5���ÅZ��̄ 5É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� ���

É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� Ê��̧ ��̄ É|��À��]�µÂ��»���§ �����

����§ ����� É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Z��Å����Ë���eZ��» |�� ��4 ] ���ÅZ��̄ Á Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ � ������ Ä��·P�����»

Ä��̄ Z�����§���Ë� ®��Ë Z��Å�½M ÉY���] º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» Ä��̄ d���Y Ê��¿Z��³{Y{ É�Ä���Â��¼��n��» {X(k) ∈ RI�×I� , k = �, · · · ,K} |��Ì��À��̄

�d���Y Ã|��� Ä��f���Â��¿ ��� ���̂��À��» Z��] Ä��]Z�����» d��¼�����« ¾��ËY ��
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���� �Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] &3 É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂���Z��v��» ÉY���] $/6 º��f��Ë�Â��́ ��·Y |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
,QSXW� X ∈ RI1×···×IN DQG R
2XWSXW� A(1), · · · ,A(N) VXFK WKDW X ≈ !A(1), · · · ,A(N)"

�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� ,QLWLDOL]H A(n) LQ VRPH ZD\ �H�J� UDQGRP RU +269'�
�� 1RUPDOL]H FROXPQV RI A(n)

�� B(n) ← A(n)TA(n)

�� HQG IRU
�� ZKLOH QRW FRQYHUJHG GR
�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� V ← B(N) # · · ·B(n−1) #B(n+1) # · · ·B(1)

�� A(n) ←X(n)(A
(N) ⊙ · · ·⊙A(n+1) ⊙ · · ·⊙A(n−1) ⊙ · · ·⊙A(1))TV †

��� LI n ̸= N WKHQ
��� 1RUPDOL]H FROXPQV RI A(n)

��� HQG LI
��� 6HW B(n) ← A(n)TA(n)

��� HQG IRU
��� HQG ZKLOH

���ÅZ��̄ ½M ���] Z��Å�X(k) 5���ËÂ�����e Z��] Á º��Ë�ÁM d���{ Ä��] ,{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e A(�) Á A(�) 5���Ë���eZ��» Á{ É��Ä��̧��Ì���Á Ä��]

�º��Ì��À��̄ �Ê��» �Ä��Ë���n��e ½Z��»���¼��Å �Â��� Ä��] Y� Z��Å�½M �Z��̄ ¾��ËY ÉY���] �º��Ì��Å{ ¹Z��n��¿Y Ê��³���ËÁ

X(k) = A(�)F (k)A(�)T , k = �, ...,K ������

¦��Ì���Â��e Y� Z��ÅX(k) Ä��̄ |��À��f�����Å ÉY�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» A(�) ∈ RI�×J� Á A(�) ∈ RI�×J� ���Ë���eZ��» Á{ ½M �{ Ä��̄

Á J� << I� Ä��̄ |��¿���Ì��³�Ê��» �Y���« F (k) ∈ RJ�×J� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �{ Ã|��� kY���z��f���Y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Á |��À��À��̄ �Ê��»

�J� << I�

ÉY���]
∥∥∥X(k) −A(�)F (k)A(�)T

∥∥∥
�

F
É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e 5½Z��»��º��Å 5É�Z����Ä��À��Ì��¼��̄ Ä��·P�����» ¾��ËY ¶��u ÉY���] �Á� ®��Ë

ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ½M Á {�Y{ {Â��mÁ º��Å ¾��Ë���́ ��ËZ��m �Á� ®��Ë Z��»Y �d���Y �YÁ���Ì��n��¿� c�Â��� Ä��] k = �, ...K

�d���Y É�Â�����¿Z��e

�Â�����¿Z��e ÉZ��Å����ËÔ���Y �{ Y� Z��ÅX(k) Á F ∈ RJ�×J�×K �Â�����¿Z��e ÉZ��Å����ËÔ���Y �{ Y� Z��ÅF (k) ���³Y

�d���Y X �Â�����¿Z��e 7XFNHU�� É�Ä��Ë���n��e µ{Z�� ��» ����� É�Ä��·P�����» Ä��̄ {Y{ ½Z�����¿ ½YÂ��e�Ê��» ,º��Ì��Å{ �Y���« X ∈ RI�×I�×K

X ≈ F ×� A(�) ×� A(�) ������

�{Â����Ê��» Ã{Z��� &3 É�Ä��Ë���n��e Ä��] Ä��·P�����» ,�� F (k) = diag
{
f (k)

}
∈ RJ×J º��Ì��À��̄ ����§ ���³Y �Z��y d��·Z��u �{

X ≈ I ×� A(�) ×� A(�) ×� F ������
�{Â��� Ã|��Ì��q F (k) ������« ÉÁ� f (k) �Y{���] ÉZ��Å�Ä��ËY�{ Ä��̄ d���Y�Ê��À�� ��» ¾��ËY Ä��] {Z��¼��¿ ¾��ËY ��
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�d���Y Ê��¿Z��°��Ë �Â�����¿Z��e I ∈ RJ×J×J Á F =
[
f (�),f (�), ...,f (K)

]T
½M �{ Ä��̄

¶��Ë|��̂��e �Z��y cÓZ��u Ä��] Y� Ä��̧��X�����» Á {���̄ µZ��¼���Y Ê��̈ ��̧��f��z��» �Á���� ½YÂ��e�Ê��» F (k) Á A(n) ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���]

É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̧��X�����» Ä��] |��À���Z��] É������« Á ¾��Ì�� ��» d��̂��j��» Z��ÅF (k) Á |��À���Z��] |��»Z�� ��f��» Z��ÅA(n) ���³Y µZ��j��» ÉY���] �{���̄

�{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ +LJKHU 2UGHU 3&$ Z��Ë +269' ,ÓZ��] É�Â�����¿Z��e

�º��Ì��Å{ º��Ì��¼�� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Y� ����� É�Ä��̧��X�����» º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ½Â��À��̄ Y

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä���Â��¼��n��» |��Ì��À��̄ ����§ ����� É|�� ��4 ] 1 ÉZ��Å�Ã{Y{ É|��À��]�Ä��¬��̂ ���� ������ Ä��·P�����»

�Ô��̄ C �Y {ck, , k = �, · · · ,K} Z��Å�½M ÉZ��Å�\�����q���] Z��] ÃY���¼��Å {X (k) ∈ RI�×I�×...×IN , k = �, · · · ,K}

Y� {Y(m) ∈ RI�×I�×...×IN , m = �, · · · ,M} ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�\�����q���] º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» �d���Y d���{ �{

�º��Ì��À��̄ ¾��Ì��Ì�� ��e

7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �������

X (k) �Â�����¿Z��e K ���³Y ����� º��Ì��À��̄ ¶��u 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Y� ����� É�Ä��·P�����» º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» ½Â��À��̄ Y

�º��Ì��À��̄ 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ½Z��»��º��Å Y�

X (k) ≈ G(k) ×� A(�) ×� A(�) ×� ...×N A(N) = G(k) × {A}, k = �, ...,K ������

ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ G(k) Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ä��ËY�{ c�Â��� ¾��ËY �{ �G(k) ∈ RJ�×...×JN Á A(n) ∈ RIn×Jn ½M �{ Ä��̄

ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» ¾��Ì��] �Z��̂��e�Y c|��� Ä��̄ |��À��f�����Å Ê��³���ËÁ�®��e ®��Ë g(k)j�...jN
�Y ®��Ë ���Å Ê��À�� ��Ë �|��À��f�����Å Ä��f��§Z��Ë |�� ��] ���ÅZ��̄

É�Ä��Ë���n��e Z��] d���Y µ{Z�� ��» ���� ¶��u Ä��̄ {Y{ ½Z�����¿ ½YÂ��e�Ê��» �|��À��̄ �Ê��» ���z�����» Y� a(�)
j�

,a(�)
j�

, ...,a(N)
jN

É�Ä��ËZ��a

�X
(
:
�
, :
�
, ..., :

N
, k
N+�

)
= X (k) Ä��̄ X �Â�����¿Z��e 7XFNHU�1

X ≈ G ×� A(�) ×� A(�) ×� ...×N A(N) = G ×−(N+�) {A} ������

�G
(
:
�
, :
�
, ..., :

N
, k
N+�

)
= G(k) c�Â��� ¾��ËY �{

½Z��»�Ê��̧��̂ ��« {Y{�Y���« �Z���Y ���] �|��¿|��»Z�� ��f��» ,Z��ÅA(n) Ê��À�� ��Ë ,�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» Ä��̄ |��Ì��À��̄ ����§ �Z��y d��·Z��u �{

�c�Â��� ¾��ËY �{ �º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ U (n) Z��] Y� |��»Z�� ��f��» ÉZ��Å����Ë���eZ��»
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����� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� Á Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ¹Y���³Z��Ë{�Â��̧��] ����� ¶��°���

G = X ×� U (�)T ×� U (�)T ×� ...×N U (N)T = X ×−(N+�) {UT } ������

ÉÁZ��u Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á �Ä��ËZ��a ÉZ��Å�Â��f��̄ Z��§ ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ,Ä��ËZ��a ÉZ��Å�Â��f��̄ Z��§ |��»Z�� ��e ����§ Z��]

Ã{Z��̈ ��f���Y 17' �Y ,º��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Z��Å�Â��f��̄ Z��§ ÉY���] Y� ½{Â��] Ê��̈ ��À��»Z��¿ ����§ ���³Y Á +22, º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Y Z��Å�Ê��³���ËÁ

���Ì��·Z��¿M ,{Â��� Ã{Z��̈ ��f���Y ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�\�����q���] �Y Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» É�Ä��̂���Z��v��» �{ ���³Y ����� º��Ì��À��̄ �Ê��»

d���Y ¹�Ó Z��m�¾��ËY �{ �º��Ë�Y{���a�Ê��» Z��Å�½M Ä��] É|�� ��] ÉZ��Å����z��]���Ë� �{ Ä��̄ d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y Y� É�Â�����¿Z��e ��Ê��°��Ì��°��̈ ��e

É�Ä��Ë���n��e �Y Ê��f��«Á Z��m�¾��ËY �{ �{Â��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e �d������a���� ½Á|��] Á d������a����Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e� �Y ¹Â��Æ��̈ ��»

½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�\�����q���] �Y Ä��̄ d���Y ¾��ËY �Â�����À��» º��Ì��À��̄ �Ê��» d��̂��v��� d������a����Z��]

Ä��̄ d���Y Ã|��� µZ��¼���Y 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ���] É|��Ì��« Ê��À�� ��Ë� d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 7XFNHU ÉZ�����§���Ë� ÉZ��Å����Ë���eZ��»

½Á|��] É�Ä��Ë���n��e º��Ì��ËÂ��³�Ê��» º��Ì��À��°��¿ Ã{Z��̈ ��f���Y Z��Å�\�����q���] �Y Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ Z��»Y ��|��À��f�����Å ¶��Ì��y{ ½M �{ Z��Å�\�����q���]

�{ Y� Z��Å�\�����q���] Z��ËM Ä��̄ d���Y ¾��ËY Ä��] �Â��]���» Ä��Ë���n��e ¾��f���Y{ d������a���� Ê��e�Z��̂ ��� Ä��] �º��ËY�Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y d������a����

�Ä��¿ Z��Ë º��ËY�Ã{Y{ d��·Z��y{ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä��Ë���n��e

Ã|��� |��Ì��·Â��e É�Ä��ËZ��a ÉZ�����§ ÉÁ� Y� ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ d���Y Ê��§Z��̄ ,Ä��ËZ��a ÉZ�����§ ½{�ÁM d���{ Ä��] �Y ���a ½Â��À��̄ Y

�{ �� Y = cat
(
N + �,Y(�), · · · ,Y(M)

) |��Ì��À��̄ ����§ �º��Ì��À��̄ kY���z��f���Y Y� Z��Å�½M ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Á º��Ì��À��̄ ���ËÂ�����e

�º��Ë�Y{ c�Â��� ¾��ËY

F = Y ×−(N+�) {A†} ������

�Ê��³���ËÁ m = �, · · · ,M ���Å ÉY���] Ê��À�� ��Ë �{�Y{ Y� ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ {Â��y N + � 5|�� ��4] �{ F½M �{ Ä��̄
��'LVFULPLQDQW DQDO\VLV

�º��Ì��Å{ �Y���« º��Å ���� d�����a �1��� |�� ��] �{ Y� Y(m) ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Ä��̄ d���Y ¾��ËY Ê��À�� ��» Ä��] {Z��¼��¿ ¾��ËY��
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�d���Y F (m) = F
(
:
�
, · · · , :

N
, m
N+�

)
c�Â��� Ä��] ¹Y m É�Ã{Y{

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� Á Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ¹Y���³Z��Ë{�Â��̧��] ���� ¶��°���

&3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �������

���Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ�����§���Ë� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ½Á|��]� d������a���� ½Á|��] c�Â��� Ä��] &3 É�Ä��Ë���n��e �Y ���mY���» �{

7XFNHU Á &3 �Y Ã{Z��̈ ��f���Y cÁZ��̈ ��e ���«YÁ �{ �|��� |��À��ÅYÂ��y Ê�������] ����� ���z��] �{ Ä��̄ ���� d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ 5�Â�����¿Z��e 7XFNHU ���] Ê��À��f��̂��» �Á� �{ Ä��̄ d���Y ¾��ËY É|��À��]�Ä��¬��̂��� ¥|��Å Z��] Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉY���]

½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Â�����¿Z��e ���b��� -|��Å{�Ê��» d���{ Ä��] Ê��³���ËÁ ÉZ�����§���Ë� ½YÂ��À��� Ä��] Y� Ê��ËZ�����§���Ë� Á Ã|��� Ä��Ë���n��e

ÉZ��Å�Ã{Y{ º��Å &3�Y Ã{Z��̈ ��f���Y ÉY���] Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �|��¿Â����Ê��» ���ËÂ�����e Z�����§���Ë� ¾��ËY É�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» ÉÁ� ���]

��Â��»M |��À��]�Ä��¬��̂��� ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ã|��� kY���z��f���Y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Z��] ���b��� -|��¿Â����Ê��» �Ä��Ë���n��e ½Â��»�M º��Å ��Â��»M

�{Â����Ê��» �Ã{Y{

ÉZ��Å�Ã{Y{ º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» ���¬��§ Ä��̄ º��Ì��Å{�Ê��» ����� É�Ä��·P�����» �{ Y� ���Ì��Ì��¤��e ¾��ËY d��¼�����« ¾��ËY �{ ���a

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ |��À��¿YÂ��e�Ê��» Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY �º��Ì��Å{ Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ Y� {X (k) ∈ RI�×I�×...×IN , k = �, · · · ,K}

Ê��À�� ��Ë� º��Ì��À��Ì��q�Ê��» X ∈ RI�×...×IN×K �Â�����¿Z��e ¹Y 1�� 5|��4» �{ Y� Z��Å��Ã{Y{ Y|��f��]Y �Z��̄ ¾��ËY ÉY���] �|��À���Z��] ½Â��»�M Z��Ë

�º��Ì��À��̄ �Ê��» �Ä��Ë���n��e Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] &3 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Y� �½M ���b��� ��X = cat
(
N + �,X (�), ...,X (K)

)

X ≈ I ×� A(�) ×� A(�) ×� ...×N A(N) ×N+� F ������

ÉZ�����§� ��d���Y ��Â��»M ÉZ��Å��Ã{Y{ �Y Ä��f��§Z��Ë |�� ��] ���ÅZ��̄ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ÉÁZ��u F ∈ RK×R ���Ë���eZ��» d��·Z��u ¾��ËY �{

���{�Y{ |�� ��4] 5 Ê��³���ËÁ

É�Y~��³{Z��¼��¿ �����

µZ��¼���Y É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉÁ� ���] Ä��̄ Ê��°��Ì��°��̈ ��e ���Ì��·Z��¿M ÉZ��Å��Á� �Y Ê��y���] �Á���» Ä��] ���z��] ¾��ËY É�Ä��»Y{Y �{

¶��u ÉY���] |��»Z�� ��f��» ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Z��Å��Á� ¾��ËY Ê��»Z��¼��e �º��Ë�Y{���a�Ê��» |��¿Â����Ê��»

Ê��f��u� º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��Æ��]Z�����» É�Y~��³{Z��¼��¿ �Y Z��Å��Á� �Y ®��Ë���Å t��Ì���Â��e ÉY���] �|��¿Y�Ã{���] Ã���Æ��] ����� É�Ä��·P�����»

ÉZ��Å�Â�����¿Z��e É�Ä��̂��e���» �Â�����À��» ¾��Ë|��] ��|���Z��] Ä��f���Y{ {Â��mÁ Ê��eÁZ��̈ ��f��» É�Y~��³{Z��¼��¿ Ä���Â��]���» cÓZ��¬��» �{ ���³Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y �Â�����¿Z��e ¹Y�Q |��4» Ä��] Ã�Z���Y ÉY���] n ����Ë|��¿Y �Y Á º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ 1 Z��] Y� ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{

���� É�Ä�����]Y� Ä��] {Â��� �Ä�� ��mY���»��



�� É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a �� ¶�����§

���ËÂ�����e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Ḡc = �
Kc

∑
X (k)∈Ωc

G(k) �d���Y Ã|��»M d���{ Ä��] ÉZ�����§���Ë� ���] X (k) ���ËÂ�����e G(k) = X (k) × {U}

�|��À��f�����Å ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä��¼��Å ÉZ��Å����ËÂ�����e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Ḡ = �
K

∑K
k=� G(k) Á ¹YF �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{

+2'$ �����

��'$7(5 ¹Z��¿ Ä��] ���� �{ ���� µZ��� �{ �d���Y �Ã|��� Ê��§��� ��» cÁZ��̈ ��f��» ¹Z��¿ Á{ Ä��] cZ��Ì��]{Y �{ �Á� ¾��ËY

ÉZ��À��̂��» +2'$ d��̈ ��³ ½YÂ��e�Ê��» �d���Y Ã|��� Ê�������] ��+2'$ ¹Z��¿ Z��] ���� �{ ���Ì��¿ ���� µZ��� �{ �|��� Ê��§��� ��»

�d���Y É�Â�����¿Z��e 5Ê��°��Ì��°��̈ ��e ���Ì��·Z��¿M É�Ã�Â��u �{ É���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á�

ÉZ��Å�Â�����¿Z��e ÉY���] ������Ì��§ d��̂�����¿ ½{���̄ Ä��À��Ì�����Ì��] É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] |��»Z�� ��f��» É�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Á� ¾��ËY �{

�|��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] G(i) Ä��f�����Å

ϕ = argmax
U(�),··· ,U(N)

∑C
c=�Kc||Ḡ(c) − ¯̄G||�F∑K
k=� ||G(k) − Ḡ(ck)||�F

������

�d�����¿Y{ É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��] É�Y{���] /'$ �Á� �Y Ê��¼��Ì��¼�� ��e Y� �Á� ¾��ËY ½YÂ��e�Ê��» ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��]

c�Â��� ¾��Ë|��] �{Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m �Á� �Y ½M ¶��u ÉY���] �{�Y|��¿ Ä��f�����] ¹���§ ¶��u ���� É�Ä��·P�����»

®��Ë ���a �º��Ë�Y{ Y� Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���ËZ��� {Â����Ê��» ����§ Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Y ®��Ë ���Å Ê��¿Z���� �Á� Ä��] ÉY���] Ä��̄

�|��Ì��À��̄ ����§ Y� �Z��y n

WUDFH c�Â��� Ä��] �d���Y Ê���Ô��̄ ¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a �Z��Ì�� ��» ���«YÁ �{ Ä��̄ � Y� ���� É�Ä�����]Y� c�Â��� ½Â��À��̄ Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�����ËÂ��¿�Z��] Ê���Ô��̄ ¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��»

sb =
C∑

c=�
Kc||Ḡ(c) − ¯̄G||�F =

C∑

c=�
Kc||

(
X̄ (c) ×−n {UT }

)
×n U (n)T −

(
¯̄X ×−n {UT }

)
×n U (n)T ||�F

=
C∑

c=�
Kc||

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT }×n U (n)T ||�F =

C∑

c=�
||Ž

(c)
−n ×n U (n)T ||�F

=
C∑

c=�
tr{U (n)T

〈
Ž

(c)
−n, Ž

(c)
−n

〉

−n

U (n)} = tr{U (n)T

(
C∑

c=�

〈
Ž

(c)
−n, Ž

(c)
−n

〉

−n

)
U (n)}

= tr{U (n)TS−n
b U (n)}

������
��'LVFULPLQDQW $QDO\VLV ZLWK 7HQVRU 5HSUHVHQWDWLRQ
��+LJKHU 2UGHU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
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Á |��À��f�����Å c �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ¶��̄ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» \��Ì��e���e Ä��] X̄ (c) Á ¯̄X ½M �{ Ä��̄

Ž
(c)
−n = X̌ (c) ×−n {UT } ������

Ž−n = cat

(
N + �, Ž

(�)
−n, · · · , Ž

(C)
−n

)
������

Ž−n = X̌ ×−(n,N+�) {UT } ������

Ä��̄

X̌ (c) =
√
Kc

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
������

X̌ = cat
(
N + �, X̌ (�), · · · , X̌ (C)

)
������

ÓZ��] ���]YÁ� Ä��] Ä��mÂ��e Z��] Ä��̄ d���Y n |��4» Z��] ����Z��À��f��» Ê���Ô��̄ ¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» Sb ,���� É�Ä�����]Y� �{

�{Â����Ê��» Ä��f���Â��¿ ���Ë� c�Â��� Ä��]

S−n
b =

C∑

c=�

〈
Ž

(c)
−n, Ž

(c)
−n

〉

−n

=
〈
Ž−n, Ž−n

〉
−n

������

Ä��] �d���Y Ê���Ô��̄ ½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a �Z��Ì�� ��» ���«YÁ �{ Ä��̄ � Y� ���� É�Ä�����]Y� k���z��» ½YÂ��e�Ê��» Ä��]Z�����» �Á� Ä��]

�{���̄ ¦��Ì���Â��e Ê���Ô��̄ �½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» É�Ä��̧��Ì���Á

sw =
K∑

k=�
||G(k) − Ḡ(ck)||�F =

K∑

k=�
∥(X (k) ×−n {UT })×n U (n) − (X̄ (ck) ×−n {UT })×n U (n)∥�F

=
K∑

k=�
∥(X (k) − X̄ (ck))×−n {UT }×n U (n)T ∥�F =

K∑

k=�
∥Z̃

(k)
−n ×n U (n)T ∥�F

=
K∑

k=�
tr{U (n)T

〈
Z̃

(k)
−n, Z̃

(k)
−n

〉

−n

U (n)} = tr{U (n)T (
K∑

k=�

〈
Z̃

(k)
−n, Z̃

(k)
−n

〉

−n

)U (n)}

= tr{U (n)TS−n
w U (n)}

������

½M �{ Ä��̄

S−n
w =

K∑

k=�

〈
Z̃

(k)
−n, Z̃

(k)
−n

〉

−n

������

Á

Z̃
(k)
−n = X̃ (k) ×−n {UT } ������

X̃ (k) = X (k) − X̄ (ck) ������

Mina
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����� +2'$ Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ º��f��Ë�Â��́ ��·Y |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
,QSXW� X ∈ RI1×···×IN×K FRQFDWHQDWHG WHQVRU RI . WUDLQLQJ VDPSOHV�
2XWSXW� U (n) ∈ RIn×Jn , n = 1, · · · , N DQG G ∈ RJ1×···×JN×K FRQFDWHQDWHG WUDLQLQJ IHDWXUH

WHQVRUV

�� ,QLWLDOL]H U (n), n = 1, · · · , N
�� &DOFXODWH X̌ DQG X̃ DFFRUGLQJ WR HTXDWLRQV ������ DQG ������
�� ZKLOH QRW FRQYHUJHG GR
�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� Z̃ = X̃ ×−(n,N+1) {UT }
�� S−n

w =
〈
Z̃, Z̃

〉

−n

�� Ž = X̌ ×−(n,N+1) {UT }
�� S−n

b =
〈
Ž, Ž

〉
−n

�� φ =
trace(U(n)T S−n

b U(n))

trace(U(n)T S−n
w U(n))

���
[
U (n),Λ

]
= eigs(S−n

b − φS−n
w , Jn, ‘LM ′) ◃ eigs(S−n

b ,S−n
w , Jn, ‘LM ′)

���
[
U (n),Λ

]
= eigs(U (n)U (n)T ⟨X ,X ⟩−n U

(n)U (n)T )

��� HQG IRU
��� HQG ZKLOH
��� G = X ×−(N+1) {UT }

�|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ���Ë� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��̧��X�����» �Y U (n) ,n = �, ..., N ���Å ÉY���] ¾��ËY���]Z��À��]

U (n) = argmax
U(n)

tr{U (n)TS−n
b U (n)}

tr{U (n)TS−n
w U (n)}

������

É�Ä��·P�����» µÁY É�Ã���ËÁ �Y{���] Jn É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Y� U (n) ÉZ��Å�½Â��f��� �d���Y ¾��°��¼��» *(9' É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ½M ¶��u Ä��̄

�d���Y Ã|��� Ã{�ÁM � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{ º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY |��̄ �Ä��̂��� �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��Å{�Y|��¬��» S−n
b u = λS−n

w u

6SDWLDO�7HPSRUDO 'LVFULPLQDQW ¹Z��¿ Z��] �N = � ½M �{ Ä��̄ � +2'$ �Y Ê���Z��y d��·Z��u ���� �{

�d���Y Ã|��� ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] ½M �{ Ê��ËY���³�º��Å ����� Á d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» �67'$� $QDO\VLV

Error = ||U (n) (i)−U (n) (i− �) || < ε, n = �,� ������

�d���Y �º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¹Y L �Y���°��e �{ Q�|��4» É�Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» U (n) (i) ½M �{ Ä��̄

7//' �����

��Á� 5É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e Ê���Â��¿ Ä��] �Á� ¾��ËY �|��� Ê��§��� ��» ���� �{ ���� µZ��� �{ ��7//' �Á�

�d���Y ���� ��//'
��7HQVRU /LQHDU /DSODFLDQ 'LVFULPLQDWLRQ
��/LQHDU /DSODFLDQ 'LVFULPLQDWLRQ

Mina
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¾��ËY Z��] ,|��¿Â����Ê��» �Ä��̂���Z��v��» Ê���Ô��̄ �½Á�{ Á Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» /'$ ½Â��q�º��Å //' �{

�{�Y{ {Â��mÁ +2'$ Á 7//' 5É|��À��]�µÂ��»���§ ½Z��Ì��» cÁZ��̈ ��e ¾��Ì��¼��Å �d���Y �Y{�½�Á Z��Å�½M É�Ä��̂���Z��v��» Ä��̄ cÁZ��̈ ��e

�{Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��» ���Ë� c�Â��� Ä��] Ê���Ô��̄ �½�Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a ��Z��Ì�� ��» 7//' �{

sw =
C∑

c=�

∑

Xk∈Ωc

wk||Gk − Ḡc||�F ������

���Ë� É�Ä�����]Y� �Y Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a ��Z��Ì�� ��» Ä��]Z�����» �Â��� Ä��] �d���Y ¹YN É�Ã{Y{ Z��] ����Z��À��f��» ½�Á wk ½M �{ Ä��̄

�{Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��»

sb =
C∑

c=�
w(c)Kc||Ḡc − Ḡ||�F ������

�d���Y ¹Y F �Ô��̄ Z��] ����Z��À��f��» ½�Á wc ½M �{ Ä��̄

É�Ä��·P�����» ¶��u Ä��] |��À��»�Ä��«Ô��� 7//' ¾��ËY���]Z��À��] �d���Y sw É�Z����Ä��À��Ì��¼��̄ Á sb ½{���̄ Ä��À��Ì�����Ì��] º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¥|��Å

�d���Y ���Ë� c�Â��� Ä��] É�Z����Ä��À��Ì��Æ��]

argmax
U(�),U(�),...,U(N)

sb
sw

������

�º��Ì��]Z��Ì��]Y� ¹Y Q É�Ä��ËZ��a ����Ë���eZ��» º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» |��Ì��À��̄ ����§ �º��Ì��À��̄ �Ê��» ¶��u Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m �Á� Ä��] Y� ÓZ��] É�Ä��·P�����»

�|��Ë{ ½YÂ��e�Ê��» ���� É�Ä�����]Y� Ê�����ËÂ��¿�Z��] Z��]

sw = tr{U (n)T

[
K∑

k=�
wi

(
Zk − Z̄

(ck)
)

(n)

(
Zk − Z̄

(ck)
)T
(n)

]
U (n)}

= tr{U (n)TS(n)
w U (n)}

������

Ê��³|��À��̄ Y���a����Ë���eZ��» S(n)
w =

∑K
k=� wk

(
Zk − Z̄

(ck)
)

(n)

(
Zk − Z̄

(ck)
)T
(n)

Á Zk = Xk ×−n {U} ½M �{ Ä��̄

�d���Y Q |��4» 5Ê���Ô��̄ �½Á�{

�{���̄ Ê�����ËÂ��¿�Z��] Y� sb �Z��Ì�� ��» ½YÂ��e�Ê��» Ä��]Z�����» �Â��� Ä��]

sb = tr{U (n)T

[
C∑

c=�
w(c)Kc

(
Z̄

(c) − ¯̄Z
)

(n)

(
Z̄

c − ¯̄Z
)T
(n)

]
U (n)}

= tr{U (n)TS(n)
b U (n)}

������

Á Q |��4» 5Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a����Ë���eZ��» S(n)
b =

∑C
c=� w

(c)Kc

(
Z̄

(c) − ¯̄Z
)

(n)

(
Z̄

(c) − ¯̄Z
)T
(n)

½M �{ Ä��̄

�d���Y Zk(k)
, k ∈ Ωc ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Z̄

(c)
(n) Á Z��ÅZk(n)

É�Ä��¼��Å �¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ¯̄Z(n)

�{Â����Ê��» ¶��Ë|��̂��e ���Ë� É�Ä��·P�����» Ä��] ¹Y Q É�Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] ���� É�Ä��·P�����» ¾��ËY���]Z��À��]
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U (n) = argmax
U(n)

tr{U (n)TS(n)
b U (n)}

tr{U (n)TS(n)
w U (n)}

s.t. U (n)TU (n) = I

������

¾��ËY Ä��] �Â��]���» |��̄ �Ä��̂��� �{Â����Ê��» ¶��u *(9' É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Á d���Y WUDFH UDWLR É�Ä��·P�����» ®��Ë ���� É�Ä��·P�����»

�d���Y Ã|��� Ã{�ÁM � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{ �Á�

�d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ���Ë� É�Ä�����]Y� ,Z��Å�½�Á ¾��Ì��Ì�� ��e ÉY���]

wi = exp(−d� (Xi,Ωci)

t
), i = �, ...,K

wc = exp(−d� (Ωc,Ω)

t
), c = �, ..., C

������

Ä��] Y� Ê���|��Ì��̧��«Y É�Ä��̧���Z��§ ,Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉY���] {Â��mÂ��» ÉZ��Å��Á� ���j��̄ Y �d���Y Ä��̧���Z��§ {Z��¼��¿ d (., .) ½M �{ Ä��̄

�{ ¾��ËY ��d���Y ½M º��Ì��¼�� ��e Ê���Â��¿ Ä��] 7//' Ä��̄ //' �Á� ¾��Ì��À��r��¼��Å� |��¿���Ì��³�Ê��» ������¿ �{ Z�����§ ®��Ë���f��» ½YÂ��À���

Z��Å��Á� ÓÂ���Y ¾��Ì��À��r��¼��Å �º��Ë�Y|��¿ Z��Å�Ã{Y{ ÉZ�����§ ®��Ë���f��» �Y Ê��eZ���Ô���Y {�YÂ��» �Y É�Z��Ì�����] �{ Ä��̄ d���Y Ê��·Z��u

d���Y ¾��ËY �Â���Â��» ¾��ËY ¶��°�����» �|��À��À��̄ �Ê��» ¦��Ë��� ��e Z��Å�½M �¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��»� �����̄ Y���» É�Ä��̧���Z��§ Ä��] Y� Ä���Â��¼��n��» Á{ É�Ä��̧���Z��§

Y� �Ä��¿Â��¼��¿ ÉZ�����§ ®��Ë���f��» ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] Á {���Ì��́ ��¿ �Y���« Z��Å�Ã{Y{ |��̧��̈ ��Ì��À��» ÉÁ� Z��Å�Ä���Â��¼��n��» ���̄ Y���» Ä��̄ d���Y ¾��°��¼��» Ä��̄

,|���Z��] Z��Å�Ã{Y{ �Z��f��yZ��� �Z���Y ���] Ä��̄ d���Y Ê��̈ ��Ë��� ��e Ä��̧���Z��§ �Y ���f��Æ��] ¦��Ë��� ��e ¾��ËY���]Z��À��] �{���̄ µZ��¼���Y Z��Å�½M Ä��] ½YÂ��e�Ê��¼��¿

d��»|��y Ä��] Y� FRQWH[WXDO É�Ä��̧���Z��§ ¶��ËÓ{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] 7//' �Á� �Ã|��� ¾��Ì��Ì�� ��e ¶��̂��« �Y ®��Ë���f��» ®��Ë Ä��¿

É�Ä��̧���Z��§ t��Ì���Â��e �{Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��» Ä��¿Â��¼��¿ ÉZ�����§ �{ Z��Å�Ã{Y{ �Z��f��yZ��� �{ d��̄ �Z�����» ½Y���Ì��» �Z���Y ���] Ä��̄ {���Ì��³�Ê��»

�d�����Ì��¿ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY ���̄ ���¼��e É�Ã�Â��u �{ FRQWH[WXDO

É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Y���]Y�Ä��̂ �� ��m ���

É�Ä��WY�Y �Y Z��Å�½M �Y Ê��y���] �{�Y{ {Â��mÁ É�Â�����¿Z��e cZ��Ì��̧��¼��� ¹Z��n��¿Y �{ d��·Â��Æ��� ÉY���] É{|�� ��f��» ÉZ��Å�Y���]Y�Ä��̂�� ��m

Ä��] Ä��»Y{Y �{ �|��¿�Y~��³�Ê��» ½Z�����¿Y���]�Z��̄ �Z��Ì��f��yY �{ º��Å Y� Ê��ËZ��Å{���]�Z��̄ É�Z����Ã{Z��Ì��a Á Ä��f��§� ���eY���§ ÉY�Ä��ËZ��a cZ��Ì��̧��¼���

�º��Ë�Y{���a�Ê��» Z��Å�½M ¾��Ë���e�¥Á��� ��» Ê��·Z��¼��mY Ê��§��� ��»

¾��Ë���e{���]�Z��̄ ���a �Y ���Z��]�¾��f��» �Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY ���� ,��� WHQVRU WRROER[� %DGHU DQG .ROGD ��

ÉY�Ä��ËZ��a cZ��Ì��̧��¼��� É�Ä��Ì��̧��̄ �|��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y ½M �Y º��Å ���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Y���]Y�Ä��̂�� ��m Ê��y���] Á d���Y Z��Å�Y���]Y�Ä��̂�� ��m
��&HQWURLG
��2SHQ VRXUFH
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���� 7//' Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
,QSXW� . WUDLQLQJ GDWD {Xk ∈ RI1×...×IN }Kk=1 DORQJ ZLWK WKHLU ODEHOV {ck}Kk=1 DQG Jn, n =

1, · · · , N
2XWSXW� U (n) ∈ RIn×Jn , n = 1, · · · , N � 1 RUWKRJRQDO EDVLV IDFWRUV DQG Gk ∈ RJ1×...×JN , k =

1, · · · ,K� 7UDLQLQJ IHDWXUH WHQVRUV
�� &RPSXWH WKH ZHLJKWV {wk}Kk=1 DQG {wc}Cc=1

�� ,QLWLDOL]H U (n), n = 2, · · · , N
�� UHSHDW
�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� IRU k = 1, · · · ,K GR
�� Z(n)

k = Xk ×−n {UT }
�� HQG IRU
�� S(n)

b =
∑C

c=1 w
(c)Kc

(
Z̄

(c) − ¯̄Z
)

(n)

(
Z̄

(c) − ¯̄Z
)T
(n)

�� S(n)
w =

∑K
k=1 wk

(
Zk − Z̄

(ck)
)

(n)

(
Zk − Z̄

(ck)
)T
(n)

���
[
U (n),Λ

]
= eigs

(
S(n)

b ,S(n)
w , Jn, ‘LM ′

)

��� HQG IRU
���
��� XQWLO D FULWHULRQ LV PHW

[���� Á Ê�����Ë���eZ��» [���� �YÂ��¿Y ,É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e ¾��Ì��¼��z��e $/6 ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¶��Ì��̂��« �Y É�Â�����¿Z��e

¾��ËY �Y Ã�Á���a ¾��ËY �{ �d���Y ����f���{ ¶��]Z��« d��·Â��Æ��� Ä��] �Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY �{ Ã���Ì��£ Á É�Z����Ê�����Ë���eZ��» ,Q�|��4»

�d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y �Y���]Y�Ä��̂�� ��m

º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ä��� É�Z����Ã{Z��Ì��a Á |��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y WHQVRU WRROER[ �Y ,�Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY ���1)($�3KDQ ��

¾��ËY Ê��̧���Y ÉZ��Å|��̄ �d���Y É{���]�Z��̄ c�Â��� Ä��] �/7'$ Á 7//' ,+2'$� É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄

�d�����Ì��¿ ¾��°��¼��» Z��Å�½M cZ��ËÂ��f��v��» Ä��] Ê������f���{Á |��À��f�����Å �S |��¿Â�����a Z��] �Y���]Y�Ä��̂�� ��m

Ê��³���ËÁ �|��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y WHQVRU WRROER[ �Y º��Å �Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY ���7'$/$%�&LFKRFNL HW DO� ��

���] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á� ®��Ë Á ��0%66 ÉZ��Å��Á� É�Z����Ã{Z��Ì��a Ä��̄ d���Y ¾��ËY �Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY Ê��̧���Y

�|��Å{�Ê��» �Y���« ����f���{ �{ Y� +2'$ Z��] Ä��]Z�����»

���] ÃÁÔ��� �d���Y Z��Å�¾��Ë���e�{���]�Z��̄ ���a ¾��Ì��À��q�º��Å Á �¾��Ì��·ÁY �Y �Y���]Y�Ä��̂�� ��m ¾��ËY ���1ZD\ WRROER[�%UR HW DO� ��

�{�Y{ º��Å Y� ��13/6 ½Â��q�º��Å É���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á� É�Z����Ã{Z��Ì��a ,{�Y{ WHQVRU WRROER[ Ä��̄ Ê��eZ��Ì��̧��¼���
��KWWS���ZZZ�EVS�EUDLQ�ULNHQ�MS� SKDQ�QIHD�QIHD�KWPO
��KWWS���ZZZ�EVS�EUDLQ�ULNHQ�MS�7'$/$%�
��0XOWLOLQHDU %OLQG 6RXUFH 6HSHUDWLRQ
��KWWS���ZZZ�PRGHOV�OLIH�NX�GN�QZD\WRROER[
��1ZD\ 3DUWLDO /HDVW 6TXDUHV
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É|��À��]����¼��m ���

É�Y{���] �Á� Á{ Y|��f��]Y �º��Ë{���̄ �Á���» Y� Á�����Ì��a µÂ�����§ ÉY���] ¹�Ó É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a ¶�����§ ¾��ËY �{

cZ��Ì��W���m Ê��y���] Á Ä��Ì��·ÁY º��Ì��ÅZ��̈ ��» ½Z��Ì��] Ä��] ½M �Y ���a ��65'$ Á /'$� º��Ë{Y{ t��Ì���Â��e Y� Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄

½Z��ËZ��a �{ Á º��Ë{Y{ t��Ì���Â��e Y� É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á� |��À��q É|��À��]�µÂ��»���§ ,º��Ì��f��yY{���a É�Â�����¿Z��e ���̂��m

�º��Ë{���̄ Ê��§��� ��» Y� É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Y���]Y�Ä��̂�� ��m



� ¶�����§

���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

3��� �{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] Ä��̄ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� Y|��f��]Y �{Â����Ê��» º��Ì�����¬��e Ê��̧���Y ���z��] Á{ Ä��] ¶�����§ ¾��ËY

�{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��» ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ ½M �Y ���a Á {���̄ º��Ì��ÅYÂ��y �Á���» Y� |��¿Y�Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y VSHOOHU

Ê��ËZ��Å��Á� É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Y �Â�����À��» Ä��̄ d���Y t��Ì���Â��e Ä��] ¹�Ó �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�������] Y� Z��Å(53 É�Ä�� ��·Z�����»

½YÂ��À��� Ä��] Y� Z��Å�Ã{Y{ ,É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� Ä��̄ Ê��·Z��u �{ ,|��À��À��̄ �Ê��» d��§Z��Ë�{ �Y{���] ½YÂ��À��� Ä��] Y� Z��Å�Ã{Y{ Ä��̄ |��À��f�����Å

���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� µZ��¼���Y �Y ���a Z��Å��Á� Ê��y���] �{ d���Y ¾��°��¼��» |��À��q���Å �|��¿���Ì��³�Ê��» ������¿ �{ Z�����§ �{ �Â�����¿Z��e ®��Ë

|��Ì��̄ Z��e ÉY���] ¶�����§ ¾��ËY �{ Z��»Y ,{Â��� Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��ËZ��Æ��¿ É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] É�Y{���] ÉZ��Å�|��À��]�Ä��¬��̂��� �Y ,É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ

�d���Y Ä��f��§���³ c�Â��� É|��À��]�º��Ì�����¬��e ¾��ËY �É�Â�����¿Z��e Á É�Y{���]� Z��Å�Ã{Y{ Ä��] ����́ ��¿ �{ {Â��mÂ��» cÁZ��̈ ��e ���]

{Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ �¶��Ì�����¿Z��f��a ���Ì��z�����e �{ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� ���
3��� 6SHOOHU º��ËY{Y�Z��a �{

3��� �{ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���Ì��z�����e �{ Ä��̄ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� Ê��·Z��¼��mY Ê��§��� ��» Ä��] ���z��] ¾��ËY �{

Y� Ã{Y{ ���Å Ä��̄ d���Y Ê��ËZ��Å���Á� �É�Y{���] ÉZ��Å��Á�� �Y {Y���»� º��Ë�Y{���a�Ê��» |��¿Y�Ä��f��§���³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» VSHOOHU

d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y ¶��Ì��·{ ¾��ËY Ä��] ¶�����§ ¾��ËY �{ Z��Å��Á� ¾��ËY Ê��§��� ��» ��|��¿���Ì��³�Ê��» ������¿ �{ Z�����§ �{ �Y{���] ®��Ë ½YÂ��À��� Ä��]

Z��Å��Á� ¾��ËY Ê�������] Ä��̄ Z��m�½M �Y d��Æ��m ¾��Ì��¼��Å �Y �º��Ì��À��̄ Ä�����ËZ��¬��» Z��Å�½M Z��] Y� É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� ,l��ËZ��f��¿ �¶�����§ �{ Ä��̄

{�Â��» ½Z��³{Y{ ÉÁ� ���] Ä��̄ º��Ë�Y{���a�Ê��» Ê��ËZ��Å�½M 5Ê��·Z��¼��mY Ê��§��� ��» Ä��] Z��Æ��À��e ,d�����Ì��¿ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY Ê��̧���Y ¥|��Å

��
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��d���Y Ã�Â��� Á{ �Y Ã|��� d��̂��i ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��̄ ���� %&, ¹Â��� É�Ä��¬��]Z�����» �Y ¹Á{ É�Ã{Y{�Ä���Â��¼��n��»� Z��» É�Ã{Z��̈ ��f���Y

���Ì��z�����e ÉY���] Ã|��� ¹Z��n��¿Y ÉZ��Å����ÅÁ���a ¾��Ë���e�º��Æ��» �Y Z��Å��Á� ¾��ËY Ê��̧��̄ c�Â��� Ä��] Ä��̄ |��À��q���Å -|��¿Y�Ã|��� ¹Z��n��¿Y

Á º��Ë�Y{���a�Ê��» �Á� ���Å |��À��ËM���§ Ê��§��� ��» Ä��] Z��m�¾��ËY �{ Ä��̄ d���Y ���̄ } Ä��] ¹�Ó �|��À��f�����Å 3��� VSOHOOHU �{ (53

É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� Z��] Ä�����ËZ��¬��» ÉY���] ��� µÁ|��m �{ Y� Ã|������Y���³ 5l��ËZ��f��¿ 5Ê��»Z��¼��e ,\��·Z�����» �Y���°��e �Y É���Ì��³Â��̧��m ÉY���]

�º��ËY�Ã{�ÁM

���Å ÉY���] ,Z��Å�d��̂��i�®��e É�Z���Y|��m Á �µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y Á� ��Y{���a����Ì��a ¹Z��n��¿Y ���a Z��Å��Á� ¾��ËY É�Ä��¼��Å �{

Y� Ê��³���ËÁ �Y{���] Á |��¿Â����Ê��» Ã{Y{ �Y���« º��Å ���� d�����a Z��Å�µZ��¿Z��̄ Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ ��d��̂��i�®��e ®��Ë Z��] ����Z��À��f��»� ®��Ë���v��e

Ä��f���Y{ µZ��¿Z��̄ c Á |���Z��] Ä��f���Y{ Ê��¿Z��»� É�Ä��¿Â��¼��¿ n µZ��¿Z��̄ ���Å ���³Y µZ��j��» ÉY���] �|��¿�ÁM�Ê��» {Â��mÁ Ä��] d��̂��i�®��e ½M ÉY���]

�d���Y{ |��ÅYÂ��y �Ê��³���ËÁ Z��Ë� Ê��¿Z��»� É�Ä��¿Â��¼��¿ n× c d��̂��i�®��e ���Å ,º��Ì���Z��]

690 �����

Ä��¬��]Z�����» ¹Á{ ÃÁ���³ �d���Y 3��� ���Ì��z�����e ÉY���] Ã|��� Ä��f��yZ��À��� ÉZ��Å��Á� �¾��Ë���f��Æ��] �Y Ê��°��Ë 690 �Á�

¥~��u ÉY���] ,&$ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ���] �ÃÁÔ��� Ã|��� ¹Z��n��¿Y ��Y{���a����Ì��a �d���Y Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y 690 �Y ����

Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ��� Z��e ��� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ �d���Y É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ w���¿ ���ÅZ��̄ Á �~��³�½Z��Ì��» ���f��̧��Ì��§ ,½{� ®��̧��a ÉZ��Å�d��°��̈ ��Ì��e�M

Ã|��� ¹Z��n��¿Y � \��Ë���� Z��] É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ w���¿ ���ÅZ��̄ ½M �Y ���a Á Ã|��� Y|��m Z��Å�d��̂��i�®��e ½YÂ��À��� Ä��] ®��Ë���v��e �Y |�� ��]

Ã|��� Ã{Y{ ��Â��»M Ê�����y 690 Ê��³���ËÁ ÉZ��Å�Y{���] d��yZ��� �Y ���a Á [Z��z��f��¿Y µZ��¿Z��̄ �� Ã�Â��� ���Å ÉY���] �d���Y

�d���Y

H690 �����

½Z��̄ Z��¼��̄ Z��Å�½M �Á� �|��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� ���Ì��z�����e ÉY���] �H690 �Y ���� Ä��¬��]Z�����» É�Ã|��¿���] ÃÁ���³

�d���Y ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY ÉZ��Å���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ Á������Ì��a �Á�

Ä��f���{ 0 Ã�Â��� ���Å ÉY���] º��Ì��À��̄ ����§ �|��¿Y�Ã{Y{ �Y���« Ä��f���{ ®��Ë �{ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ � ���Å ÉZ��Å�Ã{Y{ ÃÁ���³ ¾��ËY

Á 3��� �Ô��̄ � Ä���Ô��̄ Á{ 690 |��À��]�Ä��¬��̂��� ®��Ë Ä��f���{ 0 ¾��ËY �Y ®��Ë ���Å ÉÁ� ���] c�Â��� ¾��ËY �{ �º��Ë�Y{

�d���Y ���Ë� c�Â��� Ä��] ¹YP |��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] É���Ì��³�º��Ì��¼�����e ���]Z��e �{Â����Ê��» Ã{Y{ ��Â��»M �QRQ�3���

fm(x) =
∑

i∈Pm

yiα
(m)
i ⟨x,xi⟩+ b(m) �����

�|��� |��ÅYÂ��y ½Z��Ì��] � ¶�����§ �{ ½Z��³{Y{ Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY cZ��Ì��W���m�
�(QVHPEOH 690
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É���Ì��³�º��Ì��¼�����e ½M ÉÁ� |��ËZ��] Ä��̄ d���Y |��Ë|��m É�Ã{Y{ x �|��À��f�����Å 690 ÉZ��Å���f��»Y�Z��a b(m) Á {α(m)
i }i ½M �{ Ä��̄

É�Ä���Â��¼��n��» �Y ¹YL É�Ã{Y{ \�����q���] yi �d���Y 3 É�Ã�Â��� �Y ¹YP É�Ä��f���{ ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä���Â��¼��n��» Pm Á {Â��� ¹Z��n��¿Y

�d���Y ��Â��»M

®��Ë |��À��]�Ä��¬��̂��� 0 �Y ®��Ë ���Å |���Z��] �Z��y ½Â��f��� Z��Ë ������� ®��Ë Ä��] �Â��]���» É|��Ë|��m É�Ã{Y{ xr|c ���³Y ¾��ËY���]Z��À��]

®��Ë Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�d��̂��i�®��e Ê��»Z��¼��e �Z��Ì��f��»Y ¾��Ì��Ì�� ��e �Y ���a �|��À��Å{�Ê��» d��̂�����¿ Ã{Y{ ¾��ËY Ä��] fm
(
xr|c

) � 5�Z��Ì��f��»Y

�¹Y|��̄ º��Ì��À��̄ ¾��Ì��Ì�� ��e �d���Y Ä���Ô��̄ Á{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] �Â��]���» ���«YÁ �{ Ä��̄ � Z��Å�Z��Ì��f��»Y ¾��ËY ���Ì��¼��n��e �Y |��ËZ��] ,���f��̄ Y�Z��̄

������¿ �{ Y� �Z��y �½Â��f��� Z��Ë� ������� ®��Ë �Z��̄ ¾��ËY ÉY���] �d���Y ������¿ {�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u Z��Å�½Â��f��� Á Z��Å������� �Y ®��Ë

Ä��] �º��Ì��À��̄ �Ê��» É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» |��À��]�Ä��¬��̂��� 0 �{ Y� ½M Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�Y���°��e É�Ä��¼��Å ÉZ��Å�Z��Ì��f��»Y ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �|��Ë���Ì��́ ��]

�º��Ë�ÁM�Ê��» d���{ ���Ë� c�Â��� Ä��] ���Ë|��¿Y ®��Ë ½Â��f��� Z��Ë ������� ½M ÉY���] Ê��e�Z��̂���

Sr|c =
�
M

�
J

M∑

m=�

J∑

j=�
fm
(
xj
r|c

)
�����

½M �Y ¹YM �Y���°��e Ä��] �Â��]���» É�Ã{Y{ xj
r|c Á d���Y ½Â��f��� Z��Ë ������� ���Å ½|��� �¾���Á� ÉZ��Å�Y���°��e {Y|�� ��e - ½M �{ Ä��̄

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ��� �{ ��� É�Ä�����]Y� É�Y~��́ ��ËZ��m Z��] �d���Y ½Â��f��� Z��Ë �������

Sr|c =
�
M

M∑

m=�

∑

i∈Pm

yiα
(m)
i

〈
�
J

J∑

j=�
xj
r|c,xi

〉
+ b(m) �����

¾��ËY Ä��] Á {Â��� ¹Z��n��¿Y É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ½Â��f��� Z��Ë ������� ®��Ë ÉZ��Å�Y���°��e ½Z��Ì��» Ä��̄ d���Y ¾��ËY µ{Z�� ��» ���«YÁ �{ Ä��̄

�{Â��� É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ��Z��Ì��f��»Y 0 ¾��ËY ½Z��Ì��» ���b��� Á {Â��� Ã{Y{ d��̂�����¿ É�Z��Ì��f��»Y |��À��]�Ä��¬��̂��� 0 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��»

�|��À��̄ �Ê��» ®��¼��̄ 615���ËY���§Y Ä��] Ê��Æ��mÂ��e ¶��]Z��« c�Â��� Ä��] 3��� VSHOOHU �{ Z��Å�Y���°��e É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Ä��̄ º��Ì��¿Y{�Ê��»

Y� ���Ë|��¿Y ¾��Ë���f�����Ì��] Ä��̄ �Ê��¿Â��f��� Z��Ë� ������� ½M ,�½Â��f��� Z��Ë� ������� � ÉY���] Sr|c ���Ë|��¿Y É�Ä��̂���Z��v��» �Y ���a

{�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ ½Â��f��� Á ������� ¾��ËY {�Â��y���] �Y �{Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u �½Â��f��� Z��Ë� ������� ½YÂ��À��� Ä��] {�Y{

�|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ������¿

t��Ì���Â��e Ä��̄ |��¿Y�Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y Ã�Â��� ���Å ÉY���] µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y ÉY���] �Ã|��¿Â����Y���°��e |��À��ËM���§ ®��Ë ���� ÃÁ���³ ¾��ËY

�d���Y �Á{ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY É�Ä��̧���Â��u �Y ½M
�6FRUH
�5HFXUVLYH
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6:/'$ �����

½M t��Ì���Â��e Ä��] Z��m�¾��ËY �{ Ä��̄ d���Y É���À��ËZ��] � 5¹Z��³ Ä��] �¹Z��³ 5½Â��Ì������³� ½Z��¼��Å ���«YÁ �{ �6:/'$ É|��À��]�Ä��¬��̂���

����� º��Ë�Y{���a�Ê��»

Á d���Y Ã|��� ¶��Ì��°�����e É|�� ��4] 0 É�Ã|��ÅZ�����» 1 �Y Ä��̄ d���Y cY|��ÅZ�����» N ×M ���Ë���eZ��» X Ä��̄ |��Ì��À��̄ ����§

�º��Ì��Å{ ¹Z��n��¿Y Y� ���Ë� Ê�����y ½Â��Ì������³� É�Ä��·P�����» º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» Á d���Z��Å�\�����q���] N × � �Y{���] y

y = wT .X + b = f(X) �����

{Y|�� ��e Ä��q ���Å Ä��̄ º��Ë�Y{ �Z�����f��¿Y Z��f�� ��Ì��̂��� �d���Y ½Â��Ì������³� ÉZ��Å�½�Á �Y{���] w = [w�, w�, · · · , wM ]T ½M �{ Ä��̄

���f��Æ��]� ¾��ËY Z��»Á���· µZ��u ¾��ËY Z��] ��|���Z��̂��¿ ���e|��] º��̄ d���{ Z��Ë� |���Z��] ���f��Æ��] ½Â��Ì������³� µ|��» ,|���Z��] ���f�����Ì��] Z��Å�Ê��³���ËÁ

Ä��̄ ½Â��Ì������³� µ|��» Á{ É�Ä�����ËZ��¬��» ÉY���] {�YÂ��» ¾��ËY �{ �d�����Ì��¿ ��Y{Z��À�� ��» É�Z��»M �Z��v��· �Y ½Â��Ì������³� µ|��» � 5½|���

�Y Ä��¿Â��́ ��q Z��»Y �|��À��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y )�WHVW ½Â��»�M �Y |��¿Y�Ã|��»M d���{ Ä��] Ê��³���ËÁ M� Z��] É���́ ��Ë{ Á Ê��³���ËÁ M� Z��] Ê��°��Ë

µ|��» É�Y{Z��À�� ��» c�Â��� Ä��] É�Z��»M �Z��v��· �Y Ä��̄ º��Ì��À��̄ [Z��z��f��¿Y Y� Ê��ËZ��Å�Ê��³���ËÁ �É�Ä���Â��¼��n��»���Ë� ,Ê��³���ËÁ 0 ½Z��Ì��»

½M |��À��ËM���§ ���Ë� �{ Ä��̄ {Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y ¹Z��³ Ä��] ¹Z��³ ½Â��Ì������³� �Y �Z��̄ ¾��ËY ÉY���] .|��À�����z��] {Â��̂��Æ��] Y� ½Â��Ì������³�

�ψ = {�, · · · ,M}− ω Á d���Y Ã|��� [Z��z��f��¿Y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ���Ë|��¿Y É�Ä���Â��¼��n��» ω |��Ì��À��̄ ����§ �d���Y Ã|��� Ã{�ÁM

Á {Â����Ê��» ω {�YÁ Ê��³���ËÁ ¾��Ì��·ÁY ½YÂ��À��� Ä��] y Z��] Ê��́ ��f�����̂��¼��Å ¾��Ë���f�����Ì��] Z��] Ê��³���ËÁ Á k = � º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« ��

�º��Ì��À��̄ �Ê��» ��Y���] ŷk = f (X(:,ω)) c�Â��� Ä��] ½Â��Ì������³� µ|��» ®��Ë

ω ¶��yY{ ÉZ��Å����Ë|��¿Y Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ÃY���¼��Å Ä��] i ∈ ψ ���Å Z��] ����Z��À��f��» Ê��³���ËÁ Z��] ½Â��Ì������³� µ|��» ®��Ë ��

5���̈ ��� ����§ Z��]� )�WHVW �Y ¶���Z��u S�YDOXH ®��Ë ,i ���Å ÉY���] Á º��Ì��À��̄ �Ê��» ��Y���] � ẑi = f (X(:,ω ∪ {i})) �

ÉYi ���³Y �º��Ë�ÁM�Ê��» d���{ Ä��] ŷk Á ẑi ½Â��Ì������³� µ|��» Á{ ½Z��Ì��» �|��¿�Y|��¿ �Y{Z��À�� ��» cÁZ��̈ ��e µ|��» Á{ Ä��̄ �¾��ËY

®��Ë ���«YÁ �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��§Z���Y ω Ä��] Y� ½M ,|���Z��] ���e�º��̄ �α� Ô��j��»� Ä��¿Z��f���M �Y ½M S�YDOXH Ä��̄ d���Y{ {Â��mÁ

�Y{Z��À�� ��» cÁZ��̈ ��e µ|��» Á{ Ê��À�� ��Ë ,{Â��� {� É�Z��»M ½Â��»�M ���̈ ��� ����§ Ä��̄ {Â����Ê��» Ä��§Z���Y Ê��e�Â��� �{ Ê��³���ËÁ

¾��ËY ���Ì��£ �{ �ŷk = ẑi Á k = k + � º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« |��� Ä��§Z���Y ÉY�Ê��³���ËÁ Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ �|��À���Z��] Ä��f���Y{

�º��ËÁ��Ê��» � É�Ä��̧��u���» Ä��] c�Â���
�6WHSZLVH /'$
�6WHSZLVH UHJUHVVLRQ
�6LJQLILFDQW
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,i ���Å ÉY���] Á º��Ì��À��̄ �Ê��» ��Y���] ẑi = f (X(:,ω − {i})) c�Â��� Ä��] ½Â��Ì������³� µ|��» ®��Ë i ∈ ω ���Å ÉY�Y Ä��] ��

µ|��» Á{ ½Z��Ì��» �|��¿�Y|��¿ �Y{Z��À�� ��» cÁZ��̈ ��e µ|��» Á{ Ä��̄ �¾��ËY 5���̈ ��� ����§ Z��]� )�WHVW �Y ¶���Z��u S�YDOXH ®��Ë

�α� Ô��j��»� Ä��¿Z��f���M �Y ½M S�YDOXH Ä��̄ d���Y{ {Â��mÁ ÉYi ���³Y �º��Ë�ÁM�Ê��» d���{ Ä��] ŷk Á ẑi ½Â��Ì������³�

���̈ ��� ����§ Ä��̄ {Â����Ê��» ¥~��u Ê��e�Â��� �{ Ê��³���ËÁ ®��Ë ���«YÁ �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» ¥~��u ω �Y Y� ½M ,|���Z��] ���e����Ì��]

ÉY�Ê��³���ËÁ Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ �|��À���Z��] Ä��f���Y|��¿ É�Y{Z��À�� ��» cÁZ��̈ ��e µ|��» Á{ Ê��À�� ��Ë ,{Â��� µÂ��̂��« É�Z��»M ½Â��»�M

,c�Â��� ¾��ËY ���Ì��£ �{ �º��Ë{���³�Ê��» �Z��] � É�Ä��̧��u���» Ä��] Á ŷk = ẑi Á k = k + � º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« |��� ¥~��u

�º��ËÁ��Ê��» � É�Ä��̧��u���» Ä��] N �{ É���Ì��Ì��¤��e p��Ì��Å ½Á|��]

ÉY���] Ê��ËÓZ��] |��u ®��Ë {�YÂ��» Ê��y���] �{ Ä��f��̂��·Y �|��À��°��¿ ���Ì��Ì��¤��e ω ���́ ��Ë{ Ä��̄ {Â����Ê��» ¦��«Â��f��» Ê��e�Â��� �{ ÓZ��] |��À��ËM���§

�{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ �Á�����a�Á������Ì��a ¹Z��³ Ä��] ¹Z��³ ½Â��Ì������³� |��À��ËM���§ ¾��ËY Ä��] �|��À��À��̄ �Ê��» ¾��Ì��Ì�� ��e Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e

�d���Y {Â��mÂ��» º��Å |��À���Z��] Á������a Z��Ë Á������Ì��a ���¬��§ Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ä��z�����¿

�Y ���� �{ �{Â����Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y É���À��ËZ��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ½YÂ��À��� Ä��] Ê��ËZ��Æ��¿ ½Â��Ì������³� 5µ|��» º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¦��«Â��e �Y ���a

���Å Ä��] ©Â��§ |��À��]�Ä��¬��̂��� �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� 6SHOOHU ÉZ��Å�Ã{Y{ �{ 3��� �Â�����u ���Ì��z�����e ÉY���] �Á� ¾��ËY

{Y{ ¹Z��n��¿Y 3��� VSHOOHU �{ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ½YÂ��e�Ê��» Z��Å�Z��Ì��f��»Y ¾��ËY ���Ì��¼��n��e �Y �|��Å{�Ê��» �Z��Ì��f��»Y ®��Ë d��̂��i�®��e

���d���Y Ã|��� ½Z��Ì��] ¶��Ì�����̈ ��e Ä��] � ¶�����§ �{ Z��Å�Z��Ì��f��»Y ���Ì��¼��n��e É�ÃÂ��Ì����

()/' �����

�()/' Y� ½M Á |��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��ÅÁ���³ d��·Z��u �{ )/' |��À��]�Ä��¬��̂��� �Y ��Z��°��¼��Å Á ���Ë�YÂ��·Z��� ���� �{

�d���Y ��Á������Ì��a Ê��̂��Ì��e���e c�Â��� Ä��] µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y Á �~��³�½Z��Ì��» ���f��̧��Ì��§ ¶��»Z��� Ã|��� ¹Z��n��¿Y ��Y{���a����Ì��a �|��¿Y�Ã|��Ì��»Z��¿

Ä��f���{ �� Ä��] Z��Å�Ã{Y{ ,Ê��ÅÁ���³ |��À��]�Ä��¬��̂��� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ÉY���] �d���Y ��':7 ¶��Ë|��̂��e Ã|��� kY���z��f���Y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ

�Ô��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] �d���Y Ã|��� Ã{Y{ ��Â��»M Z��Å�Ä��f���{ �Y ®��Ë ���Å ���] )/' |��À��]�Ä��¬��̂��� ®��Ë Á |��¿Y�Ã|��� º��Ì�����¬��e

�Z��Ì��f��»Y ½Â��f��� Z��Ë ������� ���Å ÉY���] �{Â����Ê��» ¶��¼��� ������{ H690 º��f��Ë�Â��́ ��·Y |��À��¿Z��» ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ �{ 3���

Ä��] �Z��Ì��f��»Y ¾��Ë���f�����Ì��] Z��] ½Â��f��� Z��Ë ������� Á {Â����Ê��» É���Ì��³�¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ������� ½M ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Y���°��e ÉÁ� |��À��]�Ä��¬��̂��� ��

�{Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y ������¿ {�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u ½Â��f��� Z��Ë ������� ½YÂ��À���
�)RUZDUG�EDFNZDUG
�(QVHPEOH )LVKHU /LQHDU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV

��6HTXHQWLDO IRUZDUG
��'LVFUHWH :DYHOHW 7UDVIRUP
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&11 �����

Ä��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ®��Ë Á |��¿Y�Ã|��� Ã���Ì��·Z��»���¿ Z��Å�Ã{Y{ ,�~��³�½Z��Ì��» ���f��̧��Ì��§ Á É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ w���¿ ���ÅZ��̄ �Y ���a ���� �{

cZ��Ì��W���m t��Ì���Â��e� d���Y Ã|��� �Ã{Y{ ��Â��»M Z��Å�½M �Z���Y ���] ���&11� Ê��À���Â��·ÁÂ��¿Z��̄ Ê��̂������ É�Ä��°��̂��� É�Ä��̧��Ì���Á

�Â��¿ ¾��Ë|��À��q ,Ê��̂������ É�Ä��°��̂��� ¾��ËY �Z���Y ���] ���d���Y �Á{ �Z��f���Â��¿ ¾��ËY É�Ä��̧���Â��u �Y Ê��̂������ �Ä��°��̂��� ��Â��»M

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» |��¿Y�Ä��f���Y{ Y� {���°��̧��¼��� ¾��Ë���f��Æ��] Ä��̄ Z��Å�½M {�Â��» Á{ Ä��̄ |��¿Y�Ã{���̄ Ê��§��� ��» |��À��]�Ä��¬��̂���

l��À��a ��0&11�� �{ �|��À��Ì��]�Ê��» ��Â��»M &11 ®��Ë ,��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ¶��̄ �Y �Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] &11�� �{

�Ô��̄ ÉZ��Å�d��̂��i�®��e ¶��̄ Ä���Â��¼��n��» ���Ë� ���Å �|��À��À��Ì��]�Ê��» ��Â��»M Z��Å�Ã{Y{ �Y Ä���Â��¼��n��»���Ë� l��À��a É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] &11

�Ô��̄ Á{ �Y Ã{Y{ ÉÁZ�����» {Y|�� ��e Z��] Ä��°��̂��� ���Å Ä��̧��Ì���Á ¾��Ë|��] �{�Y{ Y� 3��� ���Ì��£ �Ô��̄ º��n��À��a�®��Ë Á 3���

�|��À��Ì��]�Ê��» ��Â��»M

ÉÁZ��u ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e {���]�Z��̄ ���
{Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a

Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ÉÁZ��u ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ &3 É�Ä��Ë���n��e {���]�Z��̄ �����
{Y|��y�

��Z��] ���� É�Ä��Å{ ���yYÁY Ä��] (53 ÉÁZ��u ((* É�Ä�� ��·Z�����» �{ &3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y É�Ä��r��z��Ë�Z��e

�Á� ½YÂ��À��� Ä��] ˵7RSRJUDSKLF &RPSRQHQW 0RGHO ¹Z��¿ Z��] &3 cÓZ��¬��» ¾��ËY �{ ���� ,�� ,��� {{���³�Ê��»

�Y ���f�����» (53 ÉÂ��́ ��·Y kY���z��f���Y ÉY���] Á Ê��§��� ��» Ã�Â����|��À��q {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���Ì��·Z��¿M ÉY���] Ê��̂���Z��À��»

µZ��¿Z��̄ Á ���¿Z��̄ ���§ ,½Z��»� cZ���Ô���Y ���� µZ��� �{ Ê��ÅÁ���³ �d���Y�Ã|��� Ê��§��� ��» Ã�Â����|��À��q Ê��́ ��f��yZ��� ÉZ��Å�Ã{Y{

|��¿{���̄ Ä��Ë���n��e �Z��y Ê�����¿Z��̄ ���§ |��¿Z��] ®��Ë �{ ���¤��» d��Ì��·Z�� ��§ ���Ì��z�����e ¥|��Å Z��] &3 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Y� ((* ÉZ��Å�Ã{Y{

���ÅÁ���a ¾��Ì��·ÁY ¾��ËY Ä��̄ d��Æ��m ¾��ËY �Y Z��»Y |��¿{Â��̂��¿ {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ÉÁZ��u Z��Å�½M ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ �����

ÉZ��Å����ÅÁ���a É�Ã|��ËY ,Ã{���̄ Ê��§��� ��» Y� ((* �Y µZ��¿Z��̄ ����¿Z��̄ ���§�½Z��»� 5�Â�����¿Z��e d��yZ��� �Ä��̄ d���Y Ã|��� ������f��À��»

�d���Y Ã{Â��] É|�� ��]
��&RQYROXWLRQDO QHXUDO QHWZRUN
��0XOWLFDOVVLILHU &11
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{Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���̂ ��À��» Ê��]Z��Ë�½Z��°��» Á É�Z���Y|��m �������

&3 É�Ä��Ë���n��e � ¦��·Y

�{ �Z��] ¾��Ì��·ÁY ÉY���] Y� ���¿Z��̄ ���§�½Z��»� É�Ã�Â��u cZ���Ô���Y ¶��»Z��� ÉZ��Å�Â�����¿Z��e ��� �{ ���¿Y�Z��°��¼��Å Á 0RUXS

®��Ë Ä��] �Â��]���» ���ÅÁ���a ¾��ËY ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ �|��¿{Y{ �Y���« Ê��]Z��Ë��Y {�Â��» (53 ÉÁZ��u ((* µZ��À��́ ��Ì��� ���Ì��·Z��¿M

d��Ì��·Z�� ��§ ½|��� Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] h���Z��] ®��Ë���v��e �Â��¿ Á{ ���Å Ä��̄ ���� d���Y �Ã{Â��] É������] ®��Ë���v��e �Â��¿ Á{ Z��] ���ËZ��»�M

d��̂��i ÉY���] Ã|��� ¹Z��n��¿Y ���ËZ��»�M t��Ì���Â��e� d���Y É���́ ��Ë{ �Y ���e�ÉÂ��« ¹Á{ �Â��¿ ®��Ë���v��e �{ d��Ì��·Z�� ��§ Z��»Y |��¿Â����Ê��» ��Z��»Z��³

Á{ �{ Z��Å�Ê��³���ËÁ ¾��ËY cZ��̂��iY �{ &3 É�Ä��Ë���n��e Ê��ËZ��¿YÂ��e Ä��·Z��¬��» ¾��ËY �{ ��d���Y �Z��f���Â��¿ ¾��ËY É�Ä��̧���Â��u �Y k�Z��y ((*

�º��Ì��À��̄ �Ê��» {Z��Ë ����ËZ��»�M ���ËY����� ½YÂ��À��� Ä��] ®��Ë���v��e �Â��¿ Á{ ¾��ËY �Y Ä��»Y{Y �{ �d���Y Ã|��� Ê�������] ���ËZ��»�M ���ËY����

����� Channel × Frequency × T ime {Z�� ��]Y Z��] �Â�����¿Z��e ®��Ë �Y Ê�����ËZ��¼��¿ ���� ¶��°���

Channel × Frequency × Time {Z�� ��]Y Z��] �Â�����¿Z��e ®��Ë c�Â��� Ä��] Y� ���ËZ��»�M �Y �Y���°��e ���Å |��Ì��À��̄ ����§ Y|��f��]Y

Á Ä��f��§���³ ���¿Z��̄ ���§�½Z��»� ¶��Ë|��̂��e µZ��¿Z��̄ ���Å Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ �Y Ä��̄ Ê��À�� ��» ¾��Ë|��] ����� ¶��°���� º��Ë�ÁM�{

Ä��] �Â�����¿Z��e ,H Ã�Z��¼��� �Y���°��e ÉY���] |��Ì��À��̄ ����§ �º��Ì��À��Ì��r��] Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë �{ Y� Ã|��»M�d���{ Ä��] ÉZ��Å����Ë���eZ��»

�d���Y �Ã|��� ¶��Ì��̧��v��e ���Ë� ÉZ��Å�Â�����¿Z��e 3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e �Ä��·Z��¬��» ¾��ËY �{ �º��Ì��Å{ ½Z�����¿ Xe Z��] Y� Ã|��»M d���{

�,73& Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ��

SKDVH ½M Ä��] Ä��̄ d���Y �Z��y ���¿Z��̄ ���§ Á ½Z��»� ®��Ë �{ d��Ì��·Z�� ��§ Ê��¿Z��»��º��Å ½Y���Ì��» ÉY���] É�Z��Ì�� ��» �� ,73&

�{Â����Ê��» �Ä��̂���Z��v��» ���Ë� É�Ä�����]Y� É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Á {Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ º��Å ORFNLQJ IDFWRU

ITPC(c, f, t) =

∣∣∣∣∣
�
n

n∑

e=�

Xe(c, f, t))

|Xe(c, f, t))|

∣∣∣∣∣ �����

,c É�Ã�Z��¼��� µZ��¿Z��̄ �{ d��·Â��ËÁ ¶��Ë|��̂��e \��Ë���� Xe(c, f, t) Á ���ËZ��»�M ÉZ��Å�Y���°��e {Y|�� ��e n ½M �{ Ä��̄

Ê��¿Z��»��º��Å É�Ä��¿Z�����¿ ,73& ÉY���] ®��Ë �Y|��¬��» Ä��̄ d���Y ¾���Á� �|��À��f�����Å ¹Ye �Y���°��e �{ t É�Ä�����v��· Á f ���¿Z��̄ ���§
��*DPPD DFWLYLW\
��,QWHU�7ULDO 3KDVH &RKHUHQFH
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Ä��̈ ��·Â��» ¾��ËY �Ã�Â��� ®��Ë Ä��] �Â��]���» ,73& É|�� ��] Ä��� �Â�����¿Z��e ÉY�Ä��̈ ��·Â��» ®��Ë 3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Â��f��̄ Z��§ ���� ¶��°���
����d���Y ®��Ë���v��e �Y ���a Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ��� Ê��·YÂ��u �{ ���e���Å �� {Á|��u ���¿Z��̄ ���§ Z��] É��������a ÉZ��»Z��³ d��Ì��·Z�� ��§ ���³�½Z��ËZ��¼��¿

¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �{ Ã|��� d��̂��i É�Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] d��Ì��·Z�� ��§ cZ�����z�����» �d���Z��Å�½Á�Â��¿ Ê��́ ��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ¶��»Z��̄

�Â����½Z��¼��Å �d���Y d��ËÁ� ¶��]Z��« ��� ¶��°��� �{ Z��Å�Ã�Â��� �Y Ê��°��Ë ÉY���] Ä��̈ ��·Â��» ®��Ë Z��] 3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e

ÉZ��Å�Y{���] ���e���Å �� 5���¿Z��̄ ���§ {Á|��u �{ Á ®��Ë���v��e �Y ���a Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ��� {Á|��u �{ |��Ì��À��̄ �Ê��» Ã|��ÅZ�����» Ä��̄

Ê��́ ��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ¶��»Z��̄ Ê��¿Z��»��º��Å Ê��À�� ��» Ä��] �¾��ËY Á |��¿Y�Ã|��Ì���� �®��Ë Ê��À�� ��Ë� {Â��y É�Ä��À��Ì�����Ì��] Ä��] &3 �Ä��Ë���n��e

�d���Y {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ d��Ì��·Z�� ��§ �Â��«Á Á Z��Å�½Á�Â��¿

�,73& l��À��a Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ��

���́ ��Ë{ c�Z��̂��� Ä��] �{�Y{ ���e�Ä��§Z���Y Y� ���ËZ��»�M ���ËY���� Á Ã�Â��� |�� ��] Á{ Ä��̄ d���Y ,73& ½Z��¼��Å �Â�����¿Z��e ¾��ËY

Ê��§Z��̄ ���a �d���Y ¹YN ���ËZ��»�M ���ËY���� �{ ¹YV É�Ã�Â��� ÉY���] ,73& �Â�����¿Z��e ½Z��¼��Å ���]Y���] ,73&��������V�N�

���ËY���� É�Ä��¼��Å �{ Z��Å�Ã�Â��� É�Ä��¼��Å ÉY���] ,|��� Ã�Z���Y ½M Ä��] ÓZ��] �{ Ä��̄ ,,73& É|�� ��]�Ä��� �Â�����¿Z��e d���Y

ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» ��� ¶��°��� �{Â��� Ã{Y{ �Y���« |��Ë|��m �Â�����¿Z��e l��À��a Á �Z��Æ��q ÉZ��Å|�� ��4] �{ Á {Â��� Ä��̂���Z��v��» ���ËZ��»�M

,Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» �Y ®��Ë ���Å �{ �|��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ Y� �Â�����¿Z��e ¾��ËY ��®��¿� 3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e

���ËY���� Á Ã�Â��� �{ ��Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] d��Ì��·Z�� ��§ �Â��«Á c|��� ���́ ��¿Z��ËZ��¼��¿ º��n��À��a Á ¹�Z��Æ��q |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�Y{���]

¹Á{ �Â��¿ ®��Ë���v��e �{ d��Ì��·Z�� ��§ ¾��ËY c|��� Ä��̄ {Â����Ê��» Ã|��ÅZ�����» ¹Á{ É�Ä��̈ ��·Â��» �{ µZ��j��» ÉY���] �d���Y ���ËZ��»�M

��º��n��À��a |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��» �Y{���]� d���Y ���e|��Ë|���

6&3 É�Ä��Ë���n��e � [

Ä��] �{Â����Ê��» ���Z�����v��¿Y �Z��q{ &3 É�Ä��Ë���n��e ,{Á���] ¾��Ì��] �Y Z��Å�Ã{Y{ ��Ê�����y�|��À��q d��Ì���Z��y Ä��̄ Ê�����ËY���� �{

Z��Ë Á ���Y�Ê��] Y� l��ËZ��f��¿ ¾��ËY Á |��À��À��̄ �Ê��» Y|��Ì��a É{Z��Ë� Ê��́ ��f�����̂��¼��Å ���́ ��Ë|��°��Ë Z��] ½M ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» �Y Ê��y���] ���́ ��Ë{ c�Z��̂���
��(YRNHG $FWLYLW\
��0XOWLOLQHDULW\
��'HJHQHUDF\



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Ä��̄ �Â����½�Z��¼��Å �d���Y Ã|��� ��Y���] Ä��̈ ��·Â��» Á{ Z��] Ä��̄ ,73& É|�� ��] l��À��a �Â�����¿Z��e 3$5$)$& É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Â��f��̄ Z��§ ���� ¶��°���
¹Á{ ®��Ë���v��e �{ ¹Á{ É�Ä��̈ ��·Â��» Z��»Y �{�Y{ Ê��¿Z�����°��Ë Z��̂ ��Ë���¬��e c|��� ���ËZ��»�M ���ËY���� Á{ ���Å �{ µÁY É�Ä��̈ ��·Â��» {Â����Ê��» Ã|��ÅZ�����»

���� d���Y É���f�����Ì��] �Z��Ì�����] c|��� ÉY�Y{

Ä��] Y� µÔ��¬��f���Y Z��Ë Á |��»Z�� ��e ½Â��r��¼��Å Ê���Á���� {�YÂ��» ¾��ËY �{ d��Æ��m ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À��̄ �Ê��» �YÂ���{ Y� Z��Å�½M ¶��Ì��̧��v��e

ÉZ��Å��Y���°��e �{ Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�d��̈ ��Ì��� &3 �Z�����v��¿Y ¶��Ì��·{ Ä��̄ Ê��e�Â����{ �|��À��À��̄ �Ê��» µZ��¼���Y &3 �Y |�� ��4] ®��Ë ÉZ��Å��Â��f��̄ Z��§

�d��§���³ ®��¼��̄ &3 É�Ä��f��§Z��Ë�d��̈ ��Ì��� É�Ä��z�����¿ �Y ½YÂ��e�Ê��» Ä��§Z���Y �Á���� µZ��¼���Y ÉZ��m Ä��] ,|���Z��] ���ËZ��»�M ¦��̧��f��z��»

�Ä��� �Â�����¿Z��e ®��Ë É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] (53 ÉÁZ��u ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ ���Ì��·Z��¿M ÉY���] ���� µZ��� �{ Z���{Y ¾��ËY

º��Å {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ I05, ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y ,Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY ���] ÃÁÔ���� |��� Ã{Â��»�M Channel × T ime× Trial 5É|�� ��4]

���6&3� Ä��f��§Z��Ë�d��̈ ��Ì��� &3 É�Ä��Ë���n��e ���� ��d���Y k�Z��y �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �Â���Â��» �Y Z��Å�½M t��Ì���Â��e Ä��̄ Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y

��{Â����Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� É�Ä�����]Y� É�Ä��̧��Ì���Á Ä��]

xijk =
D∑

d=�
ai,db(i−τk,d),dck,d + eijk �����

c�Â��� Ä��] ��� ¶��°��� �{Â����Ê��» Ã{Y{ d��̈ ��Ì��� τk,d É�Ã�Y|��¿Y Ä��] ¹YN �Y���°��e ÉY���] bd 5Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a ½M �{ Ä��̄

cd, bd ���³Y �{���̄ ���Ì��̂�� ��e �Â����¾��ËY Y� Ä�����]Y� ¾��ËY ½YÂ��e�Ê��» Ê��¿Z��Ì��] Ä��] �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� 6&3 Á &3 cÁZ��̈ ��e ®��Ì��eZ��¼���

6&3 É�Ä��Ë���n��e ¹YG É�Ä��̈ ��·Â��» �{ Z��Å�d��̈ ��Ì��� Á ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Y���°��e �{ ½M c|��� ,Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a \��Ì��e���e Ä��] τ d Á

�Z���Y ¾��ËY ���] �{Â����Ê��» ���ÅZ��� ck,d c|��� Á τk,d É�Ã�Y|��¿Y Ä��] d��̈ ��Ì��� Z��] ¹YN �Y���°��e �{ Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a ¾��ËY ,|��À���Z��]

¶��»Z��� ���Ë���eZ��» Ä��̄ |��À��̄ �Ê��» |��Ì��·Â��e Y� �Y���°��e Á ½Z��»� ,µZ��¿Z��̄ 5|��4» Ä��� Z��] ����Z��À��f��» ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» Ä��� &3 |��À��¿Z��» 6&3

Ä��̄ |��Å{�Ê��» d���{ Ä��] º��Å ���́ ��Ë{ ���Ë���eZ��» ®��Ë 6&3 Z��»Y �{�Y{ {Â��y �{ Ã|����É�Z���Y|��m ���]Z��À��» Ê��¿Z��»� ÉZ��ÅÂ��́ ��·Y ,¹Á{

�d���Y �Y���°��e ���Å �{ Ê��¿Z��»� ÉÂ��́ ��·Y ���Å Ê��¿Z��»� ���Ì��yZ��e Z��] ����Z��À��f��»
��6KLIWHG &3



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Ä��] |���Z��] Ä��f���Y{ d��̈ ��Ì��� Z��e |��Å{�Ê��» Ã�Z��mY ¹Á{ |��4» Ä��] 6&3 É�Ä��Ë���n��e �6&3 Á &3 cÁZ��̈ ��e ®��Ì��eZ��¼��� ���ËZ��¼��¿ ���� ¶��°���
���� {Â����Ã{Y{ d��̈ ��Ì��� τk,d É�Ã�Y|��¿Y Ä��] ¹YN �Y���°��e ÉY���] bd 5Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a Ä��̄ É�Â���

�|��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ Y� �Y���°��e×½Z��»�×µZ��¿Z��̄ 5É|�� ��4] �Ä��� �Â�����¿Z��e 6&3 Á &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» ��� ¶��°���

�Y |�� ��] Á ¶��̂��« Z��̈ ��·M d��Ì��·Z�� ��§ Ä��] �Â��]���» ¹Â��� Á ¹Á{ É�Ä��̈ ��·R��» ,½{� ®��̧��a Ä��] �Â��]���» 6&3 µÁY É�Ä��̈ ��·R��» ¶��°��� ¾��ËY �{

�d���Y (53 Ä��] �Â��]���» º��n��À��a É�Ä��̈ ��·R��» d��ËZ��Æ��¿ �{ Á ���� ÉÂ��̧��m ÉZ��̈ ��·M d��Ì��·Z�� ��§ Ä��] �Â��]���» ¹�Z��Æ��q É�Ä��̈ ��·R��» ,{Y|��y�

�d���Y Ã{Â��] ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Y���°��e �{ ½{� ®��̧��a �Y Ê���Z��¿ µZ��À��́ ��Ì��� ���Ì��iP��e d��v��e µÁY É�Ä��̈ ��·R��» �Z��Æ��q &3 �{ Z��»Y

{Y|��y� �Y ¶��̂��« ÉZ��̈ ��·M d��Ì��·Z�� ��§ ���Ì��iP��e d��v��e |��À��q���Å ,d���Y ���̂��e���» {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a Ä��] º��n��À��a É�Ä��̈ ��·R��»

�Z�����v��¿Y �Z��q{ &3 d��§��Ê��» �Z�����f��¿Y Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å �d���Y º��̄ Z��Å�Y���°��e ���j��̄ Y �{ ½M c|��� ���Ì��¿ Á d���Y Ä��f��§���³ �Y���«

Ä��] Y� É���¤��» ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�d��Ì��·Z�� ��§ 6&3 Ä��̄ �Ê��·Z��u �{ -|��À��f�����Å É{Z��Ë� Ê��́ ��f�����̂��¼��Å ÉY�Y{ ���ËZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» Á Ã|���

º��n��À��a É�Ä��̈ ��·Â��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ã|����É�Z����Z��] É�Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ¶��Ì�����¿Z��f��a ��� ¶��°��� �d���Y Ã{Â��¼��¿ É�Z���Y|��m Ê��]Â��y

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ µZ��¿Z��̄ ½Z��¼��Å �{ ¹Z��y ((* µZ��À��́ ��Ì��� Z��] ÃY���¼��Å 32� µZ��¿Z��̄ �{ Y� 6&3 É�Ä��Ë���n��e

*&3 Á:&3 ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e � _

É�Z���Y|��m ÉY���] Y� ½M &3 É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂���Z��v��» É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e ���Ì��Ì��¤��e Z��] ���� �{ ���¿Y�Z��°��¼��Å Á ������¿�®��Ì��¿

É�Z���Y|��m ���ÅÁ���a ¾��ËY ¥|��Å ¾��ËY���]Z��À��] �|��¿Y�Ä��f��yZ��� ���e�¹ÁZ��¬��» {�Y{ ���]Z��À��» ���́ ��Ë{ �Y É���e�º��̄ �Z��Ì�����] ½YÂ��e Ä��̄ Ê�� ��̂��À��»

������¿ {�Â��» ���̂��À��» ÉY���] ���́ ��Ë{ ���]Z��À��» ���«YÁ �{ Ä��̄ -d���Y ���ËÂ��¿ Á ���̂��À��» ¾��Ë|��À��q \��Ì��̄ ���e ½Z��Ì��» �Y º��̄ ½YÂ��e Z��] ���̂��À��» ®��Ë

�d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» �{Z��» �Y ¾��Ì��À��m µZ��À��́ ��Ì��� É�Z���Y|��m �{ �Ä��·Z��¬��» ¾��ËY Ê��̧���Y {���]�Z��̄ �|��À��À��̄ �Ê��» É�Z��] Y� ���ËÂ��¿ ���¬��¿

�d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y º��Å (53 kY���z��f���Y ÉY���] ½M �Y Z��»Y

�Â�����¿Z��e ¹���¿ &3 É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂���Z��v��» É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e º��Ë|��Ë{ ������� ���z��] �Y ���� É�Ä�����]Y� �{

�{ Á º��Ì��À��̄ Ê�����ËÂ��¿�Z��] X ∈ RI�×J×K �Â�����¿Z��e ÉY���] Z��m�¾��ËY �{ Y� �Ä�����]Y� ¾��ËY Z��e d�����Ì��¿ ¦�����· �Y Ê��·Z��y �d���Z�����y

�º��Ì��Å{ ���ËZ��¼��¿ C Á B ,A É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Y� ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ½M



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

&3 É�Ä��̈ ��·Â��» ���Å �{ ���� É�Ä��·Z��¬��» �{ �Y���°��e×½Z��»�×µZ��¿Z��̄ 5É|�� ��4] �Ä��� �Â�����¿Z��e 6&3 Á &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» ���� ¶��°���
�Y{���] {�YÂ��» ¾��ËY ���] ÃÁÔ��� 6&3 ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» �{ �{Â����Ê��» �Ã|��Ë{ ���ËZ��»�M ÉZ��Å�Y���°��e �{ ½M c|��� Á Ê��¿Z��»� ,Ê��¿Z��°��» �¶��ËZ��§Á���a

�d���Y Ã|��� Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ¹�Z��Æ��q Á ¹Â��� ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� ¹Y���³Â��f�����Ì��Å ¶��°��� �{ �d���Y{ ½YÂ��e�Ê��» º��Å Y� d��̈ ��Ì���

�d���Y� d��¼��� Á ����Á ���ËÂ�����e �¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Y���°��e ÉY���] 32� µZ��¿Z��̄ �{ ¹Z��y ((* µZ��À��́ ��Ì��� �`��q d��¼��� ���ËÂ�����e ���� ¶��°���
ÉZ��Å�Y���°��e ÉY���] µZ��¿Z��̄ ½Z��¼��Å �{ &3 Á 6&3 É�Ä��Ë���n��e º��n��À��a É�Ä��̈ ��·Â��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ã|��� É�Z����Z��] É�Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ¶��Ì�����¿Z��f��a
¶��ËZ��§Á���a ¾��ËY c|���� ck,� �{ �º��n��À��a Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a� b� ,¹Y N �Y���°��e ÉY���] ,6&3 ÉÁ� �Y Z��Å(53 É�Z����Z��] ÉY���] �¦��̧��f��z��»
�{ Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] d��Ì��·Z�� ��§ Ä��̄ º��Ì��À��Ì��]�Ê��» �d���Y Ã|��� Ã{Y{ d��̈ ��Ì��� τk,� É�Ã�Y|��¿Y Ä��] ���b��� Á Ã|��� [���� �¹Y N �Y���°��e �{ Ê��¿Z��»�
Á |��À��̄ É�Z���Y|��m Y� {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ d��Ì��·Z�� ��§ Ä��f�����¿YÂ��e 6&3 Ä��̄ d���Y ���z�����» �d���Y Ã|��� ½Á���°��À��� Z��Å�Y���°��e É�Ä��¼��Å
���Ì��iZ��e d��v��e &3 Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �|��Ë{ Ã|��� É�Z����Z��] ¶��Ì�����¿Z��f��a �{ ½YÂ��e�Ê��» Ê��]Â��y Ä��] Y� 3��� Á 1��� , 3��� ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��»

���� d���Y ®��Ë���v��e ¶��̂��« ÉZ��̈ ��·M d��Ì��·Z�� ��§



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

{A,B,C} = argmin{A,B,C}

I∑

i=�

J∑

j=�

K∑

k=�
(xi,j,k −

R∑

r=�
ai,rbj,rck,r)

� �����

Ä��] ,º��Ì��À��̄ É�Z����Z��] Y� Z��Å�Ã{Y{ 5�Â�����¿Z��e ,&3 É�Ä��Ë���n��e 5¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ���³Y Ä�����]Y� ¾��ËY�{

�º��Ì��Å{ �Y���« Ê��e�Z��̂���

X̂ = !A,B,C" �����

c�Â��� Ä��] Ä��À��Ë���Å ���]Z��e

J =∥E∥�F =
∑

i,j,k

(xi,j,k − x̂i,j,k)
�

s.t. E = X − X̂
�����

�E ∈ RI× J×K Á º��Ì��»Z��¿�Ê��» Z�����y �Â�����¿Z��e Y� E Á {Â��] |��ÅYÂ��y

Ê��̧��Ì��y ÉZ��ÅZ�����y ���«YÁ �{ �|��¿�Y{ ���Ì��iZ��e Ê��¿Y���Ì��» Ä��] ��� É�Ä�����]Y� É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e �{ X̂ ÉZ��Å�Ä��ËY�{ �Y ®��Ë ���Å

c|��� Ä��] Á |��¿Y�Ã{Â��] ����]Z��À��» ���ËZ��� Z��Ë Á� ���ËÂ��¿ ���Ì��iZ��e d��v��e É{Z��Ë� ½Y���Ì��» Ä��] Ä��̄ d���Y Ê��ËZ��Å�Ä��ËY�{ Ä��] �Â��]���» ±����]

ÉÁ� |��À��Å{�Ê��¼��¿ Ã�Z��mY Ä��À��Ë���Å ���]Z��e �Ä��] Ê��e�Z��̂��� Ä��] Á |��À��Å{�Ê��» �Y���« ���Ì��iZ��e d��v��e Y� &3 É�Ä��̂���Z��v��» É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e

�|��À��̄ ���̄ ���¼��e ������¿ {�Â��» ���̂��À��»

É���ËÂ��¿ ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��] d��̂�����¿ Ä��̄ &3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã|����t��Ì��v�����e É�Ä��z�����¿ Á{ ,Ä��f��°��¿ ¾��Ì��¼��Å Ä��] Ä��mÂ��e Z��]

Á *&3 ,&3 É�Ä��À��Ë���Å ���]YÂ��e ��� ¶��°��� �|��¿Y�Ã|��� Ê��§��� ��» �� :&3 Á ��*&3 ÉZ��Å�¹Z��¿ Z��] |��¿Y�Ã|��� É�Z����¹ÁZ��¬��»

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Z�����y �Â�����¿Z��e �Y Ä��ËY�{ ���Å ÉY�Y Ä��] Y� :&3

�d���Y Ã|��� Ã{Y{ ���Ì��Ì��¤��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Ä��À��Ë���Å ���]Z��e *&3 É�Ä��Ë���n��e �{

J =
∑

i,j,k

ψ (xi,j,k − x̂i,j,k) ������

���Ì��iZ��e Á d���Y Ã|��� {Á|��v��» ®��Ë �Y|��¬��» Ä��] Z�����y ,Ä��À��Ë���Å ���]Z��e ¾��ËY �{ �ψ (u) = � − exp
(
− u�

�σ�
)
½M �{ Ä��̄

Ê��¼��Æ��� |��¿�Y{ �σ �Y ���f�����Ì��] ÉZ�����y Ä��̄ Ê���Z��¬��¿ ¾��ËY���]Z��À��]� d���Y Ã|��� µ���f��À��̄ |��¿�Y{ Ê��ËÓZ��] ÉZ�����y Ä��̄ Ê���Z��¬��¿

�{ |��¿�Y{ Ê��ËÓZ��] ÉZ�����y Ä��̄ Ê���Z��¬��¿ ¾��ËY Ä��̄ d���Y É�ÁM{Z��Ë Ä��] ¹�Ó ���|��¿�Y{ Ä��À��Ë���Å ���]Z��e �{ ®��Ë ���]Y���] �Z��̂ ��Ë���¬��e�

É�Z���Y|��m ÉÁ� ���] Y� Ä��À��Ë���Å ���]Z��e ���̄ ���¼��e Á |��¿Y�Ã{Â��] ���ËÂ��¿ ���Ì��iZ��e d��v��e c|��� Ä��] Ä��̄ |��À��f�����Å Ê���Z��¬��¿ ½Z��¼��Å ���«YÁ

�|��¿{Y{�Ê��» �Y���« �Z�� �����·Y�d��v��e ���̂��À��»

�d���Y Ã|��� Ã{Y{ ���Ì��Ì��¤��e ���Ë� c�Â��� Ä��] &3 É�Ä��À��Ë���Å ���]Z��e :&3 É�Ä��Ë���n��e �{
��*DXVVLDQ &3
��:HLJKWHG &3



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

����� �{ Ã|��� Ê��§��� ��» *&3 Á :&3 É�Ä��Ë���n��e Á{ Á &3 É�Ä��Ë���n��e Ä��] �Â��]���» É�Ä��À��Ë���Å ���]YÂ��e ���� ¶��°���

J =
∑

i,j,k

∥wijk (xijk − x̂i,j,k)∥�F ������

½M �{ Ä��̄

wijk = exp

{
− (xijk − µij)

�

σ�ij

}
������

���]Z��e ¾��ËY �{ ,|��À���Z��] Ä��f���Y{ ���̈ ��� �Y|��¬��» ±����] ÉZ��ÅZ�����y �{ Ä��̄ Ê��e�Â��� Ä��] Z��Å�½�Á ¦��Ë��� ��e Z��] Ä��̄ d���Y ¾���Á�

����� ¶��°���� d���Y Ã|��� ¥~��u �±����] Ê��̧��Ì��y ÉZ��ÅZ�����y� c���a ÉZ��Å�Ã{Y{ ���Ì��iZ��e Ä��À��Ë���Å

�Z��f���Â��¿ ¾��ËY É�Ä��̧���Â��u �{ ½M Ê�������] Ä��̄ -|��¿Y�Ã|��� \��Ì��̄ ���e ¾��¼��·Z��̄ ���f��̧��Ì��§ Z��] ©Â��§ ÉZ��Å�Ä��Ë���n��e ,½M ���] ÃÁÔ���

�d�����Ì��¿

ÉY���] �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� 6SHOOHU ÉZ��Å�Ã{Y{ �{ (53 ���̂��À��» É�Z���Y|��m ÉY���] Z��Å�Ä��Ë���n��e ¾��ËY �Y

Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ ¶��»Z��� �Y���°��e ���Å� |��¿Y�Ã|��� É�Z���Y|��m 6SHOOHU ÉZ��Å�Y���°��e Y|��f��]Y ,Z��Å�Ã{Y{ �Y �Â�����¿Z��e d��yZ���

5�Â�����¿Z��e ®��Ë �{ Z��Å��Y���°��e ¾��ËY ���³Y ½Â��À��̄ Y ��d���Y ½M �Y ���a Ä��Ì��¿Z��i Á{ Z��e ®��Ë���v��e �Y ���Ì��a Ä��Ì��¿Z��i ®��Ë

É�Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» ,{Â��� ¹Z��n��¿Y �*&3 Á :&3 Z��Ë� &3 É�Ä��Ë���n��e ½M ���] Á |��¿Â����Ã|��Ì��q channel × time× trial

���]Z��À��» Ê��¿Z��»� ÉZ��ÅÂ��́ ��·Y ¹Á{ ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» Á |��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Z��Å�µZ��¿Z��̄ �{ Y� ���]Z��À��» ½Z��°��» ���Ë�Â��e Ê��́ ��¿Â��́ ��q µÁY |��4»

¶��°��� �|��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ �Y���°��e ���Å �{ Y� Z��ÅÂ��́ ��·Y ¾��ËY �Y ®��Ë���Å �Â��«Á c|��� Ê���Â��¿ Ä��] ¹Â��� ���Ë���eZ��» Á Ã|����kY���z��f���Y

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ 3��� 6SHOOHU ®��Ë ÉZ��Å�Ã{Y{ ���] Y� Ä��̈ ��·Â��» Á{ Z��] :&3 É�Ä��Ë���n��e µZ��¼���Y l��ËZ��f��¿ ���



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Á{ �_� Á �[� �Z��Å�½M ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Z��] ÃY���¼��Å �Y���°��e ��� �¦��·Y� �:&3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] (53 kY���z��f���Y ���� ¶��°���
Ä��] Ã|��� É�Z����Z��] d��̂��i�®��e Ä��� �k� Á �g� ,�c� �|��À��f�����Å Ã|��� kY���z��f���Y Ê��¿Z��»� ÉZ��ÅÂ��́ ��·Y Ä��̄ ¹Á{ ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» ½Â��f���
¶��Ì�����¿Z��f��a ÃZ��Ì��� ���y ,Ê��̧���Y µZ��À��́ ��Ì��� Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ ¾��Ì��q�Ä�����¬��¿ �Z��¬��¿ �:&3 �Y Ã|��»M�d���{ Ä��] ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» É�Ä��̧��Ì���Á
¾��¼��·Z��̄ ���f��̧��Ì��§ Z��] ÃY���¼��Å :&3 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ã|����kY���z��f���Y ¶��Ì�����¿Z��f��a º��Ì��z��� Á ���»���« ���y Á :&3 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ã|����kY���z��f���Y

����� d���Y

Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �������

É���Ë~��a���ËZ��¼��e � ¦��·Y

É�Z��»M �Z��v��· �Y Ä��̄ ÉY�Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉY���] 17) É�Ä��Ë���n��e �Y ���� �{ ���¿Y�Z��°��¼��Å Á &RQJ

Ã{Z��̈ ��f���Y ,|��À��̄ {Z��n��ËY ��5' Á ��$' ÉY�Y{ ½Z��̄ {Â��̄ �Y ÃÁ���³ Á{ ½Z��Ì��» É�Y{Z��À�� ��» É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e

¶��Ì�����¿Z��f��a Z��e Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ,RGGEDOO SDUDGLJP d��v��e ,Ä��̈ ��«Á ½Á|��]5 cÂ��� �Y ���ÅÁ���a ¾��ËY �{ �|��¿{���̄

5�Z��Æ��q Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Z��Å�½M �{Â��� Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] ��001 {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ

Ê��̈ ��À��»Z��¿ &3 É�Ä��Ë���n��e ¹�Z��Æ��q �Â��f��̄ Z��§ �Y Y� ������¿ {�Â��» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Time× Frequency × Channel × Subjects

���Ë���eZ��» &3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉY���] Ä��̄ º��Ë|��Ë{ ������� ���z��] �{ �|��¿{���̄ kY���z��f���Y

�{ ���a �{�Y{ {Â��y �{ Y� ������¿ {�Â��» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ,|��¿�Y{ �Y���« ½M �{ ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å��Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��̄ É|�� ��4] ¶��»Z���
��$WWHQWLRQ 'HILFLW
��5HDGLQJ 'LVDELOLW\
��0LV0DWFK 1HJDWLYLW\



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

����� Ä��] �Â��]���» Z��Å�½M Ê��¿Z��°��» Á Ê�����¿Z��̄ ���§�Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�¶��ËZ��§Á���a Z��] ÃY���¼��Å Ã�Â��u�|��À��q ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ���� ¶��°���

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� ¶��°��� Ä��] Ä��̈ ��·Â��» 5 Z��] Ä��Ë���n��e Z��m�¾��ËY

X = I ×� A×� B ×� C ×� F =
R∑

r=�
ar ◦ br ◦ cr ◦ fr ������

Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» B ∈ RI�×R ,½Z��»� |��4» Z��] ����Z��À��f��» Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» A ∈ RI�×R ,|���Z��] X ∈ RI�×I�×I�×K ���³Y Ä��̄

Z��Å�Ê��³���ËÁ ���Ë���eZ��» F ∈ RK×R Á ½Z��°��» |��4» Z��] ����Z��À��f��» É�Ä��ËZ��a ����Ë���eZ��» C ∈ RI�×R ,���¿Z��̄ ���§ |��4» Z��] ����Z��À��f��»

�½Â��f��� Ä��̄ º��Ì��À��Ì��]�Ê��» ���� É�Ä�����]Y� �Y �d���Y �Ê��³���ËÁ ®��Ë Ä��] �Â��]���» ½M ÉZ��Å�½Â��f��� �Y ®��Ë ���Å Ä��̄ {Â��] |��ÅYÂ��y

�Â����¾��ËY Y� &3 É�Ä��Ë���n��e Ê��³���ËÁ ¾��ËY �d���Y �Z��̂��e�Y �{ Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» Ä��� �Y ®��Ë ���Å �Y ¹YU ½Â��f��� Z��] F �Y ¹YU

¾��ËY �d���Y cr 5Ê��¿Z��°��» ¶��ËZ��§Á���a Á br 5Ê�����¿Z��̄ ���§ ¶��ËZ��§Á���a ,ar 5Ê��¿Z��»� ¶��ËZ��§Á���a ÉY�Y{ ¹YU �Ê��³���ËÁ Ä��̄ º��Ì��À��̄ �Ê��» ½YÂ��À���

d���Y ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ ½Z��°��» Á ���¿Z��̄ ���§ ,½Z��»� É�Ã�Â��u �{ Y� fr 5cZ��Ì���Â�����y ���«YÁ �{ Z��Å�¶��ËZ��§Á���a

¶��°��� µZ��j��» ÉY���] �d���Y Ã|��� Ä��f��̈ ��³ ���Ã�Â��u�|��À��q ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ� ª��Ë���� ¾��ËY �Y Ã|����kY���z��f���Y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��] Ä��̄

�|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ �Y�Ê��¿Z��°��» Á Ê�����¿Z��̄ ���§ ,Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�¶��ËZ��§Á���a Z��] ÃY���¼��Å Y� Ê��³���ËÁ Ä��� ���

{Z��n��ËY ½Z��̄ {Â��̄ ÃÁ���³ Á{ ¾��Ì��] É�Y{Z��À�� ��» ®��Ì��°��̈ ��e Ä��̄ d���Y�Ê��³���ËÁ ®��Ë ¾��f��§Z��Ë Ä��̄ Ä��·Z��¬��» ¥|��Å Ä��] Ä��mÂ��e Z��]

�Z��̄ ¾��ËY ÉY���] �{���Ì��³ c�Â��� Ê��³���ËÁ [Z��z��f��¿Y 17) É�Ä��Ë���n��e �Y Ã|��»M�d���{ Ä��] Ê��³���ËÁ 5 ½Z��Ì��» �Y d���Y ¹�Ó ,|��À��̄

�d���Y Ã|��� {Z��Æ��À�����Ì��a ���Ë� ÉY�Ä��̧��u���» Á{ 5�Á�

Á{ ½Z��Ì��» �Y{Z��À�� ��» cÁZ��̈ ��e {Â��mÁ ¹|��� ���̈ ��� ����§ Z��]� �$129$ É�Ä��Ì������§ ½Â��»�M {�Â��» Z��Å�Ê��³���ËÁ É�Ä��¼��Å ��
��0XOWL�GRPDLQ IHDWXUH



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ê��³���ËÁ ���«YÁ �{ �|��¿Â����Ê��» Y|��m |��¿�Y{ ��� �Y ���e�º��̄ S�YDOXH Ä��̄ Ê��ËZ��Å�½M Á Ä��f��§���³ �Y���« ��Ô��̄

Á{ ½Z��Ì��» Y� É�Y{Z��À�� ��» ���ËZ��¼��e |��À��¿YÂ��e�Ê��» Á Ã{���̄ {� Y� ���̈ ��� ����§ ,|��¿Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y Ä��Ì������§ ½Â��»�M ¾��ËY �Y

�|��À��À��̄ {Z��n��ËY �Ô��̄

Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a Ä��]Z�����» Ê��¿Z��»� Á Ê�����¿Z��̄ ���§ ¶��ËZ��§Á���a Ä��̄ ÉY�Ê��³���ËÁ ½M ,®��Ë É�Ä��̧��u���» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ½Z��Ì��» �Y ��

�{Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y Ê��ËZ��Æ��¿ �Ê��³���ËÁ ½YÂ��À��� Ä��] {�Y{ Y� ������¿ {�Â��» {Y|��y� Ä��]

�{Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y ��� ¶��°��� �Y �� É�Ã�Z��¼��� Ê��³���ËÁ ,Ê��³���ËÁ [Z��z��f��¿Y 5|��À��ËM���§ ¾��ËY �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��]

ÉY���] �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ',)),7 �Á� �Y &3 É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e ¾��Ì��Ì�� ��e ÉY���] ���ÅÁ���a ¾��ËY �{

Ä��] Y� fit (m) ���f��»Y�Z��a P ���Å ÉY���] Á º��Ì��Å{�Ê��» ���Ì��Ì��¤��e P 0 Z��e P � �Y Y� �Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e �Â�����À��» ¾��ËY

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��̂���Z��v��» ���Ë� c�Â���

fit(m) = �− ∥X − X̂m∥F /∥X∥F

Ä��] Y� dif (.) ���f��»Y�Z��a m = �, · · · ,M ���Å ÉY���] ���b��� �d���Y X �Y Ä��̈ ��·Â��» P Z��] &3 ¾��Ì��¼��z��e X̂m ½M �{ Ä��̄

�º��Ë�ÁM�Ê��» d���{

dif(m) = fit(m)− fit(m− �)

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��̂���Z��v��» Y� diffit �Z��Ì�� ��» ���yM É�Ä��̧��u���» �{ Á

diffit(m) = dif(m)/dif(m+ �)

�|���Z��] Ä��f���Y{ Y� diffit ¾��Ë���f�����Ì��] Ä��̄ {Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y ÉY P Z��] ���]Y���] Ä��Ë���n��e ÉZ��Å�Ä��̈ ��·Â��» {Y|�� ��e

ÃÁ���³ Á{ 5É���Ë~��a����ËZ��¼��e Ê�������] ÉY���] 17) �Y ½M �{ Ä��̄ d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y ���� �{ Ê��Æ��]Z�����» ����ÅÁ���a

½Z��Ì��] ÓZ��] �{ Ä��q�½M Ä��]Z�����» ½M �Á� Ä��̄ Z��m�½M �Y �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��³{������§Y ¶��°�����» ÉY�Y{ Á º��·Z��� µZ�����³����]

�º��Ë�~��³�Ê��» ½M t��Ì���Â��e �Y ,d���Y º��Ë{���̄

É|��À��]�Ä��¬��̂ ��� � [

�� �Y É������] ���ËZ��»�M ®��Ë I05, Á ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] &3 É�Ä��Ë���n��e �Y ���� �{

d���Y Ã|��� �Ã{Y{ ½Z�����¿ ���� �{ �|��À��f�����Å ���� ¶��°��� |��À��¿Z��» ���ËZ��»�M ¾��ËY ÉZ��Å�®��Ë���v��e �|��¿{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y Ã�Â���

½YÂ��e�Ê��» Ä��̄ É�Â��� Ä��] -|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ {Â��y �Y Ê���Z��y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Z��Å�®��Ë���v��e �Y ®��Ë ���Å Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a Ä��̄

�{���̄ ®��Ì��°��̈ ��e Y� Z��Å�½M



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

�d���Y ���� �Y ���ËZ��»�M ¾��ËY ����� Ä��] �Â��]���» ���ËZ��»�M ÉZ��Å�®��Ë���v��e ����� ¶��°���

½M ÉZ��Å�|��4» Ä��̄ |��¿Y�Ã|��� Ã|��Ì��q É|�� ��4] Ä��� �Â�����¿Z��e ®��Ë �{ ��Y{���a����Ì��a �Y ���a Z��Å�Ã{Y{

Trial 5|��4» ���] |��»Z�� ��e ����§ &3 �Z�����v��¿Y �Y É���Ì��³Â��̧��m ÉY���] ���ÅÁ���a ¾��ËY �{ �d���Y Channel × T ime× Trials

½YÂ��À��� Ä��] ½M ¹Â��� ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» ,&3 É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Z��Å�Ã{Y{ 5�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y ���a �d���Y Ã|��� µZ��¼���Y ½M

Ê��ËZ��Å�®��Ë���v��e ¾��Ì��] Ä���Ô��̄ Á{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� �� �Ã|��� ¹Z��n��¿Y É|��À��]�Ä��¬��̂��� �Â��¿ Á{ �{Â����Ê��» Ã{Y{ |��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] Ê��³���ËÁ

¾��Ì��] Ä���Ô��̄ �Z��Æ��q É|��À��]�Ä��¬��̂��� �� �{�Y{�Y���« ���ËÂ�����e `��qd���Y� d��¼��� É�Ä��¼��Ì��¿ �{ Ê��n��¿������� d��¼�����« Ä��̄

���ËÂ�����e ¾��Ì��ËZ��a�`��q¾��Ì��ËZ��a�d���Y�ÓZ��]�`��qÓZ��]�d���Y� d��¼��� �{ Ê��n��¿������� d��¼�����« Ä��̄ Ê��ËZ��Å�®��Ë���v��e

É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e ,Ã|��� Ê��§��� ��» ���� �{ Ä��̄ Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ �Y &3 ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ d��·Z��u Á{ ���Å �{ �{�Y{�Y���«

,º��Ì��À��̄ �Ê��» É�Y{{Â��y ���ÅÁ���a ¾��ËY l��ËZ��f��¿ Ê��W���m Ê�������] �Y �d���Y Ã{���̄ {Z��n��ËY Z��Å��Ô��̄ ½Z��Ì��» É���f�����Ì��] �Z��Ì�����]

�Y Ê��°��Ë {Â��� ���z�����» Ã|��À��¿YÂ��y ÉY���] Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ���] &3 5{Â��Æ�����» 5É���e���] Ä��̄ �½M ÉY���] {Â��mÁ ¾��ËY Z��]

�d���Y Ã|��� �Ã{�ÁM ���� ¶��°��� �{ Ä��·Z��¬��» ¾��ËY ÉZ��Å�Y{Â��¼��¿

Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y (53 ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] &3 É�Ä��Ë���n��e �Y Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ä��·Z��¬��» �Y ���́ ��Ë{ Ê��°��Ë

�{ Y� 001 ¶��Ì�����¿Z��f��a Ä��̄ d���Y Ã{Â��] ÉY�Ê��eÂ��� ÉZ��Å�®��Ë���v��e ¶��»Z��� ���ÅÁ���a ¾��ËY ���ËZ��»�M �d���Y ���� É�Ä��·Z��¬��»

Á{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] �{Z��« Ä��̄ d���Y Ã|��� kY���z��f���Y Ê��ËZ��Å�Ê��³���ËÁ 17) É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] �{���Ì��́ ��¿Y�Ê��» ���] ((*

001®��Ì��a �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ÃÁ���³ Á{ ¾��ËY 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� ¹Â������» �Á� �|���Z��] ��$' ÉY�Y{ Á º��·Z��� ½Z��̄ {Â��̄ �Y ÃÁ���³

d��v��e Á d�����Ì��¿ ¹ÁZ��¬��» Ê��³���ËÁ ¾��ËY Z��»Y ���d���Y º��·Z��� ½Z��̄ {Â��̄ �Y ���e�®��qÂ��̄ $' ½Z��̄ {Â��̄ �{ 001 5®��Ì��a� d���Y

{�Â��» ½Z��̄ {Â��̄ Ä��f�����¿YÂ��f��¿ Ê��³���ËÁ ¾��ËY µZ��j��» ÉY���] �d���Y ÃÁ���³ Á{ ½Z��̄ {Â��̄ {Y|�� ��e Á Ê��À��� ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ,d��Ì�����À��m ���Ì��iZ��e
��$WWHQWLRQ 'HILFLW



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Ä��̄ d���Y ¾���Á� �|��À��f�����Å Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��] �Â��]���» µÁY ½Â��f��� Á{ ����� �{ Ä���Ô��̄ �Z��Æ��q É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��«{ ����� ¶��°���
�|��¿Y�Ã{���̄ {Z��n��ËY Z��Å��Ô��̄ ½Z��Ì��» Ê��]Â��y �Z��Ì�����] É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e &3 ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ

�|��À��̄ É�Z���Y|��m Y� Ä��·Z��¬��» ¾��ËY ���ËZ��»�M

�{ �d���Y Ã|��� Ä��f��yZ��� Ã{Y{ �Y Time× Frequency × Channel × Subjects 5{Z�� ��]Y Z��] �Z��Æ��q �Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e

¹�Z��Æ��q 5|��4» �{ ¾��Ì��À��q�º��Å �d���Y Ã|��� Ä��f��§���³ Z��Å�Y���°��e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Y ���¿Z��̄ ���§�½Z��»� ¶��Ë|��̂��e µZ��¿Z��̄ ���Å

Ã�Â��� ���Å ÉY���] ,�Â���Â��» ½|��� ���e�¾���Á� ÉY���] �{�Y{ �Y���« $' Á º��·Z��� 5ÃÁ���³ Á{ ÉZ��Å�Ã�Â��� Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�Ã{Y{

ÃÁ���³ ���Å �Y �{�Y{ {Â��mÁ Time× Frequency × Channel Z��] ����Z��À��f��» ���× ���× � É�Â�����¿Z��e É�Ã{Y{ ®��Ë

É�Ä��Ë���n��e �Y ���a �d���Y ��� × ��� × � × �� {Â����Ê��» Ä��Ë���n��e Ä��̄ É�Â�����¿Z��e ¾��ËY���]Z��À��] �º��Ë�Y{ Ã�Â��� ��

Ä��] ��Â��»M ÉY���] Ê��³���ËÁ ���Ë���eZ��» ½YÂ��À��� Ä��] �d���Y �� × � Ä��̄ � ¹�Z��Æ��q ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» ,Ä��̈ ��·Â��» � Z��] 17)

5�Â�����¿Z��e ®��Ë ,º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] Ä��̄ |��Ë|��m {Â��̄ ���Å ½Â��À��̄ Y �d���Y Ã|��� Ã{Y{ .11 |��À��]�Ä��¬��̂���

Á Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y ½M ���] Y� 17) É�Ä��Ë���n��e Ä��̄ d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ½M Z��] ����Z��À��f��» Time× Frequency × Channel × �

�Á� ¾��ËY Z��] �|��À��̄ ¾��Ì��Ì�� ��e Y� ½M �Ô��̄ Z��e º��Ì��Å{�Ê��» |��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] Y� �d���Y �× � Ä��̄ � ½M ¹�Z��Æ��q ¶��»Z��� ���Ë���eZ��»

Ä��mÂ��e Z��] Z��»Y ,|��ËM�Ê��» º��̄ ������¿ Ä��] d��«{ ¾��ËY |��À��q���Å �d���Y Ã|��»M d���{ Ä��] ÃÁ���³ Á{ 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� �{ |����{ �� d��«{

�{Â��] |��ÅYÂ��y Ä��mÂ��e ¶��]Z��« d��«{ ¾��ËY ,ÃÁ���³ Á{ ®��Ì��°��̈ ��e ÉY���] Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ¹Â������» ÉZ��Å��Á� Ê��ËZ��¿YÂ��e ¹|��� Ä��]



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ÉÁZ��u ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e {���]�Z��̄ �����
{Y|��y� Ä��]

(53 ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a ÉY���] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e �Y Ä��̄ º��Ë�Y{���a�Ê��» Ê��eÓZ��¬��» �Á���» Ä��] ���z��] ¾��ËY �{

�d������a���� ½Á|��] Á d������a����Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e� �Y {Y���» ���́ ��Ë{ �Z��] d���Y ¹�Ó Z��m�¾��ËY �{ �|��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y

�Y Ä��̄ d���Y ¾��ËY �Â�����À��» º��Ì��À��̄ �Ê��» d��̂��v��� d������a����Z��] É�Ä��Ë���n��e �Y Ê��f��«Á Z��m�¾��ËY �{ �{Â��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e

Z��»Y �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 7XFNHU ÉZ�����§���Ë� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�\�����q���]

¹Á{ d��·Z��u �{ �º��ËY�Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y d������a���� ½Á|��] É�Ä��Ë���n��e º��Ì��ËÂ��³�Ê��» º��Ì��À��°��¿ Ã{Z��̈ ��f���Y Z��Å�\�����q���] �Y Ä��̄ Ê��e�Â��� �{

Z��ËM Ä��̄ d���Y ¾��ËY Ä��] �Â��]���» Ä��Ë���n��e ¾��f���Y{ d������a���� Ê��·Á �º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ º��Å ½Â��»�M É�Ã{Y{ Ê��f��u d���Y ¾��°��¼��»

���Ä��¿ Z��Ë º��ËY�Ã{Y{ d��·Z��y{ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä��Ë���n��e �{ Y� Z��Å�\�����q���]

d������a���� ½Á|��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e {���]�Z��̄ �������

½Z��̄ {Â��̄ �Y ÃÁ���³ Á{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] d������a���� ½Á|��] 17' É�Ä��Ë���n��e �Y ���¿Y�Z��°��¼��Å Á ²��¿Z��̄ ���� �{

½|��� Ä��f��z��Ì��́ ��¿Y���] Ä��] ���n��À��» Á Ã{Â��] Ê��ËYÂ��À��� c�Â��� Ä��] Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ®��Ë���v��e �|��¿{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y ��5' Á º��·Z���

ÉY���] ���ÅÁ���a ¾��ËY �{ �|��À��f���Y{ d��̄ ���� ���ËZ��»�M �{ ���̈ ��¿ �� ½Z��̄ {Â��̄ �Y ÃÁ���³ ���Å �Y �{Â����Ê��» ((* �{ 001

®��Ë �{ Z��Å�Ã{Y{ É�Ä��¼��Å Y|��f��]Y �d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y ���ËZ��»�M Á{ Ê��³���ËÁ Ä��f���{ Á{ É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e ½Y���Ì��» Ê��]Z��Ë��Y

�Y ���¿Z��̄ ���§�½Z��»� ¶��Ë|��̂��e �|��¿Y�Ã|��� Ã{Y{ �Y���« Time× Frequency × Channel × Subjects É|�� ��]�Z��Æ��q �Â�����¿Z��e

|�� ��4] �{ Á º��Ë�Y{ É|�� ��4] Ä��� �Â�����¿Z��e ®��Ë {���§ ���Å ÉY���] ���a -d���Y Ã|��� Ä��f��§���³ ®��Ë���v��e ÉZ��Å�Y���°��e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��»

Á d���Y Ã|��� �Ä��Ë���n��e 17' É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] �Â�����¿Z��e ¾��ËY �|��¿�Y{ �Y���« �Ô��̄ Á{ �Y Ä��̄ {Y���§Y É�Ä��¼��Å ÉZ��Å�Ã{Y{ ¹�Z��Æ��q

Ä��̄ c�Â��� ¾��ËY Ä��] d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y ¶��]Z��¬��f��» Ê��n��À����Z��̂��f���Y ®��Ë ���b��� �d���Y Ã|��� kY���z��f���Y {���§ ���Å ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ

690 Á /'$ �Y É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] ���|��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y ��Â��»M ÉY���] Y� Ä��Ì��¬��] Á ½Â��»�M ÉY���] Y� ���̈ ��¿ ®��Ë �Z��] ���Å

d���{ Ä��] Y� |����{ �� ���]Y���] É|��À��] Ä��¬��̂��� d��«{ ¾��Ë���f�����Ì��] $GDERRVW �Y Ä��̄ d���Y ��Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y $GDERRVW Á

Ê��n��À����Z��̂��f���Y Ã|��¿Z��»�Ê��«Z��] ���̈ ��¿ ¶��Æ��q ¾��Ì��] Á |��¿Y�Ä��f���Y~��³ �Z��À��̄ Y� ���̈ ��¿ � ÃÁ���³ ���Å �Y ¹Á{ ���ËZ��»�M �{ ���b��� �|��¿Y�Ã{�ÁM

¾��ËY ÉY���] l��ËZ��f��¿ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �d���Y{ Z��Å�Ã�Â��� �Y Ä���Â��¼��n��»���Ë� ��� �Á� ¾��ËY Ä��] ½YÂ��e�Ê��» �|��¿Y�Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y Ê��Æ��]Z�����»

�Ã{Y{ Y� |����{ �� ���]Y���] É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��«{ ¾��Ë���f�����Ì��] /'$ Á d���Y Ã|��� ��Y���³ Z��Å�Ã{Y{ �Y Ä���Â��¼��n��»���Ë� ���
�d���Y Ã|��� �Ã{�ÁM ���́ ��Ë{ �Z��] ¹Â��Æ��̈ ��» ¾��ËY É�ÁM{Z��Ë d��Ì��¼��ÅY ¶��Ì��·{ Ä��] Z��m�¾��ËY �{ Z��»Y �º��Ë{���̄ ½Z��Ì��] ������� ���z��] �{ Ô��̂��« Y� �Z��f��̈ ��³ ¾��ËY��
��5HDGLQJ 'HILFLW
��/HDYH�RQH�RXW



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

�d���Y

d������a���� Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e {���]�Z��̄ �������

�d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� VSHOOHU ®��Ë (53 ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] +2'$ �Y ���� �{

�Y Ê��°��Ë Ä��] �½Â��f��� Z��Ë ������� ½|��� ¾���Á�� ���ËZ��»�M ÉZ��Å�d��̂��i�®��e �Y ®��Ë���Å 3��� VSHOOHU �{ Ä��̄ º��Ì��¿Y{�Ê��»

¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �{�Y{ ª��̧�� ��e ���¥|��Å���Ì��£ �Ô��̄ � 3��� ���Ì��£ �Ô��̄ Z��Ë ���¥|��Å �Ô��̄ � 3��� ÉZ��Å��Ô��̄

¹Â��� É�Ä��¬��]Z�����» �Y Ä��·Z��¬��» ¾��ËY ÉZ��Å�Ã{Y{ �º��Ì��À��̄ Ä���Ô��̄ Á{ 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� Y� ���ËZ��»�M ÉZ��Å�d��̂��i�®��e ½YÂ��e�Ê��»

¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» c�Â��� Ä��] |����{ �� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ Á |��¿Y�Ã|��� Ä��f��§���³ ������Á{ ½Z��³{Y{ Ä���Â��¼��n��»�%&,

�d���Y Ã|��� Ä��WY�Y Ä��·Z��¬��» ¾��ËY ¶��uY���» �Y ÉY�Ä���Ô��y ���Ë� �{ �d���Y Ã|��� ��Y���³ Ã�Â��� Á{ ÉY���]

�d���Y Ã|��� ��Y���] �� Á �� �Ä��m�{ ÉZ��Å�ÉY�Ä��̧��¼��m|��À��q Z��Å�d��̂��i�®��e �Y ®��Ë���Å Ä��] Y|��f��]Y ��Â�����¿Z��e d��yZ��� ��

®��Ë Z��Å�d��̂��i�®��e �Y ®��Ë ���Å ÉY���] ¾��ËY���]Z��À��] �|��¿Â����Ê��» Ã{Y{ �Y���« Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë ¹Â��� 5|�� ��4] �{ ���b���

{Y|�� ��e IS ,�Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ {Y|�� ��e IT ½M �{ Ä��̄ d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y X(k) ∈ RIT×IS×� Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e

ÉZ��Å�Â�����¿Z��e Ä��̧��u���» ¾��ËY �{ �{�Y{ �Y���« Ã|��� ��Y���] ÉY�Ä��̧��¼��m|��À��q ÉZ��Å�¾��Ì��¼��z��e º��Å ¹Â��� |�� ��4] �{ Á Z��Å�µZ��¿Z��̄

���º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« º��Å ���� d�����a �Â�����¿Z��e ®��Ë ¹�Z��Æ��q |�� ��4] �{ Y� Z��Å�d��̂��i�®��e Ê��»Z��¼��e

�Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Á Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» �Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ Á Ä��ËZ��a ÉZ�����§ ¾��f��§Z��Ë ��

�|��¿Y�Ã|��»M �d���{ Ä��] �|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e ����� ���z��] �{ Ä��̄ � +2'$ 5É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á�

,º��Ì��f��̈ ��³ ������� ���z��] �{ Ä��q�½M |��À��¿Z��» ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���] ���b���

d��̂��i�®��e ���Å ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��̧��u���» ¾��ËY �{ �|��¿Â����Ê��» ���ËÂ�����e ©Â��§ ÉZ�����§���Ë� ÉÁ� ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Â�����¿Z��e

�º��Ì��À��̄ �Ê��» É�Y{���] |��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] {Á�Á ÉY���] Y� Z��Å�½M ,d���Y Ä��� Ä��̂��e���» �Â�����¿Z��e ®��Ë

�{Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y /'$ É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ä���Ô��̄ Á{ 5É|��À��]�Ä��¬��̂��� ��

���f��̄ Y�Z��̄ ,�½Â��f��� Z��Ë� ������� ���Å Ä��] �Â��]���» ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Y���°��e �{ �Ô��̄ Á{ ¾��Ì�����a µZ��¼��f��uY �Z���Y ���] ��

������� ���z��] �{ ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e Ê��́ ��¿Â��́ ��q t��Ì���Â��e� {Â����Ê��» Ã{Y{ ���Ì��z�����e ���]�Z��̄ ������¿{�Â��»
��7DUJHW FODVV
��1RQ�WDUJHW FODVV

�d���Y Ã|��� Ã{�ÁM � ¶�����§ �{ ½Z��³{Y{ ¾��ËY t��Ì���Â��e��
��&RQFDWHQDWH



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

Á ��²��¿Y� �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 3��� VSHOOHU ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a ÉY���] +2'$ �Y ���́ ��Ë{ �Z��] ���� �{

���̄ ���¼��e ��666 ¶��WZ�����» �{ Ã{Z��̈ ��f���Y ÉY���] É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ Ê��ËZ��¿YÂ��e ÉÁ� ���] ���ÅÁ���a ¾��ËY �{ ���¿Y�Z��°��¼��Å

¾��Ì��·ÁY �{ º��Å Ô��̂��« �Â���Â��» ¾��ËY Ä��] ���d���Y º��̄ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e Ä��̄ |��Å{�Ê��» w� Ê��¿Z��»� 666 �|��¿Y�Ã{���̄

Ä��] Á� É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á� Ä��̄ �¾��ËY ¶��Ì��·{ �{Â��] Ã|��� Ã�Z���Y ���� ��|��� Ê��§��� ��» +2'$ Ä��̄ ÉY�Ä��·Z��¬��»

�{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» ½Z��Ì��] µZ��j��» ®��Ë Z��] Y� |��¿�Y{ É���e���] É�Y{���] ÉZ��Å��Á� ���] 666 É�Ä��·P�����» �{ �+2'$ �Z��y �Â���

Á {�Y{ Ä��¿Â��¼��¿ It d��̂��i�®��e ���Å |��Ì��À��̄ ����§ 3��� VSHOOHU ÉZ��Å�d��̂��i�®��e É�Ä���Ô��̄ Á{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� É�Ä��·P�����»

|��ËZ��] º��Ì��À��̄ Ã{Z��̈ ��f���Y É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Y º��Ì��ÅYÂ��z��] ���³Y Ä��̄ º��Ë|��Ë{ ��� ���z��] �{ �º��Ë�Y{ µZ��¿Z��̄ IS ¶��̄ �{

Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e ¾��ËY���]Z��À��] �º��Ì��Å{ �Y���« º��Å ���� d�����a �Y{���] ®��Ë �{ Y� Z��Å�µZ��¿Z��̄ ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ d��̂��i�®��e ���Å ÉY���]

���³Y µZ��u �{Â��] |��À��ÅYÂ��y If × If Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» /'$ �{ ¾��ËY���]Z��À��] �{Â��] |��ÅYÂ��y If = It × IS ���]Y���]

�St� ¶��̄ Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» Á �Sw� Ê���Ô��̄ ½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» ,|���Z��] If �Y ���e�º��̄ Z��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e

ÉY���] Ê��̈ ��̧��f��z��» ÉZ��Å��Ô��e �Â���Â��» ¾��ËY ¶��u ÉY���] ��d���Y 666 É�Ä��·P�����» Z��¬��Ì��«{ ¾��ËY� {Â��] |��À��ÅYÂ��y ���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��»

�{ Y� Z��Å�Ã{Y{ Á º��Ì��À��̄ Ã{Z��̈ ��f���Y +2'$ �Y º��Ì��ÅYÂ��z��] ���³Y Z��»Y �d���Y Ã|��� ¹Z��n��¿Y Z��Å����Ë���eZ��» ¾��ËY ½Â��Ì���Y���Ë�ÓÂ��³�

Ê��³|��À��̄ Y���a ����Ë���eZ��» �Â�����¿Z��e |��4» ���Å ÉY�Y Ä��] -�d���Z��Å�d��̂��i�®��e ¶��̄ {Y|�� ��e K� º��Ì��Å{ �Y���« It × IS ×K �Â�����¿Z��e

\��Ì��e���e ¾��ËY Ä��] �|��À��f�����Å It × It Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» µÁY |��4» ÉY���] µZ��j��» ÉY���] �d���Y |��4» ½Z��¼��Å {Z�� ��]Y ÉY�Y{

É���Ì��³�º�����q c�Â��� Ä��] 666 É�Ä��·P�����» Á Ã|��� ���e�®��qÂ��̄ É{Z��Ë� ½Y���Ì��» Ä��] Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» |�� ��4] É�Ã�Y|��¿Y

�|��]Z��Ë�Ê��» {Â��̂��Æ��]

��67'$ ¹Z��¿ Z��] �N = �� |��À��f�����Å ���Ë���eZ��» Z��Å�Ã{Y{ Ä��̄ Ê��¿Z��»� ÉY���] +2'$ �Z��y d��·Z��u Ä��·Z��¬��» ¾��ËY �{

�Y���°��e �Y ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] ,|��� Ã{Y{ 67'$ 5cZ��Ì��W���m É�Ã�Z��]�{ Ê��eZ��v��Ì���Â��e ����� ���z��] �{ �d���Y Ã|��� Ê��§��� ��»

�{ 3��� �Ô��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] 67'$ Ê��ËY�Z��̄ Ê�������] ÉY���] �º��Ì��À��̄ �Ê��» ���Ì��Å���a Z��n��À��ËY �{ Z��Å�½M É�Ã�Z��]Á{

��Á� ¾��Ë|��À��q Á d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ���� ¹Â��� %&, É�Ä��¬��]Z�����» �Y ¹Á{ ½Z��³{Y{ �Ä���Â��¼��n��» �Y 3����EDVHG %&,

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e Ä��̄ Ê��¿Z��»� É�Â�����¿Z��e �Á� Ä��̄ d���Y Ã|��� Ã{Y{ ½Z�����¿ Á |��¿Y�Ã|��� Ä�����ËZ��¬��» ½M Z��] É�Y{���]

�{�Y{ É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Y É���f��Æ��] �Z��Ì�����] {���°��̧��¼��� ,d���Y º��̄
��=KDQJ
��6PDOO 6DPSOH 6L]H

�d���Y ���e�º��̄ Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e �Y ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e Ê��e�Z��̂��� Ä��]��
'$7(5 ¹Z��¿ Z��]��

��6SDWLDO 7HPSRUDO 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV



�� ���ÅÁ���a É�Ä��À��Ì�����Ì��a �� ¶�����§

É|��À��]����¼��m ���

%&, ½Z��³{Y{ Ä���Â��¼��n��» 5 3��� VSHOOHU É|��À��]�Ä��¬��̂��� �{ Ä��̄ ÉY�É�Y{���] ÉZ��Å��Á� Y|��f��]Y ¶�����§ ¾��ËY �{

�{ l��ËZ��f��¿� º��Ë{���̄ Ê�������] l��ËZ��f��¿ É�Ä��WY�Y ½Á|��] Y� |��¿Y�Ä��f��§���³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» &RPSHWLWLRQ ,,,�'DWDVHW ,,

(53 ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä�� ��·Z�����» �{ É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ �Á���» Ä��] ½M �Y ���a ��d���Y Ã|��� Ã{�ÁM ��� µÁ|��m

Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ Á ���]Z��À��» É�Z���Y|��m ÉY���] 7XFNHU Á &3 É�Ä��Ë���n��e Á{ Ã�Â��u ¾��ËY cZ��Ì��]{Y �{ Ä��̄ º��Ë|��Ë{ �º��Ì��f��yY{���a

�|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e ¶��Ì�����̈ ��e Ä��] Ä��¿Â��¼��¿ ®��Ë º��̄ d���{ cÓZ��¬��» ¾��ËY �Y ÃÁ���³ ���Å ÉY���] -d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��»



� ¶�����§

+265'$ �É{Z��Æ��À�����Ì��a ��Á�

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

Ê��¼��Ì��¼�� ��e ,d���Y É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉZ��Å��Á� �Y Ê��°��Ë Ä��̄ ,+2'$ º��Ë|��Ë{ ����� ���z��] �{

É�Ã|��À��À��̄ �®��Ì��°��̈ ��e ÉZ�����§���Ë� /'$ |��À��¿Z��¼��Å ���Ì��¿ �Á� ¾��ËY �{ �d���Y /'$ Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ �Á� �Y Ê�����y|��À��q

d���{ Ä��] Z��Å��Ô��̄ Ê��³|��À��̄ Y���a ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���] Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e µZ��¼���Y É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Z��Å��Ô��̄

½YÂ��À��� Ä��] +2'$ �Y cZ��Ì��]{Y �{ Ä��̄ |��À��q���Å �{���]�Ê��» l��¿� /'$ Ä��Ì��̂��� Ê��̈ �� ��� �Z��¬��¿ �Y º��Å +2'$ Z��»Y �|��ËM�Ê��»

{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ º��Å �Z��] Z��»Y ���� {Â����Ê��» {Z��Ë Ê��³|��À��̄ Y���a ����Ë���eZ��» É���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��» É�Ä��£|��£{ ���§� ÉY���] Ê���Á�

�{ �Â���Â��» ¾��ËY ����� {�Y{ {Â��mÁ Ê��³|��À��̄ Y���a ���Ë���eZ��» É���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��» ½Z��°��»Y ½M É�Ä��Ì��·ÁY ÉZ��Å��Y���°��e �{ Ä��̄

�{ ¾��Ì��À��q�º��Å �|��»Z��n��¿Y�Ê��» ½M É�Y|��ËZ��a ���ÅZ��̄ Ä��] Á {Â��] |��ÅYÂ��y �Z����¶��°�����» Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e

�{�Y{ Ê��ËÓZ��] Ê��eZ��̂ ���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e ,|���Z��] {Z��Ë� Z��Å�Ã{Y{ |�� ��4] Ä��̄ É{�YÂ��»

É�Ä��Ë���n��e ¶��Ë|��̂��e Z��] Á Ã{Y{ �Y���« Ê�������] {�Â��» /'$ �{ Y� Z��Å�¦�� ��� ¾��ËY 65'$ �Á� º��Ë|��Ë{ � ¶�����§ �{

���] 65'$ �Y Ã|��ËY Z��] ���Ì��¿ Z��» �d���Y Ã{Y{ {Â��̂��Æ��] Y� Z��Å�½M Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ¶��u Ä��] Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��»

Y� Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e É�Ä��·P�����» +2'$ �{ Á Ã{Y{ º��Ì��¼�� ��e É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��] Y� ½M Z��e º��Ë|����½M

65'$ Ê�����y|��À��q º��Ì��¼�� ��e ¶�����§ ¾��ËY É�Ä��»Y{Y �{ ,Ä��»|��¬��» ¾��ËY Z��] �º��Ì��À��̄ ¾��Ë���́ ��ËZ��m Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ®��Ë Z��]

�+265'$� +LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV Y� ½M Á Ã{Y{ {Z��Æ��À�����Ì��a Y�

Ä��WY�Y É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y Á ½Z��Ì��] ¶��Ì�����̈ ��e Ä��] É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� Ê���Z��Ë� É|��À��]�µÂ��»���§ ��� ���z��] �{ �º��Ì��»Z��¿�Ê��»

Y� ¶�����§ É|��À��]����¼��m Ê��¿Z��ËZ��a ���z��] �{ �d���Y Ã|��� Ê�������] ½M Ê��eZ��̂���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a ��� ���z��] �{ �|��� |��ÅYÂ��y

��



�� +265'$ �É{Z��Æ��À�����Ì��a ��Á� �� ¶�����§

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y

É{Z��Æ��À�����Ì��a 5�Á� 5Ê��¼��f��Ë�Â��́ ��·Y Á Ê���Z��Ë� É|��À��]�µÂ��»���§ ���

Ä��·P�����» ½M ¶��u Ê��a �{ ���Ì��¿ Z��m�¾��ËY �{ �º��Ë{���̄ �½Z��Ì��] Y� É�Â�����¿Z��e 5Ê��³���ËÁ 5���ÅZ��̄ É�Ä��·P�����» ����� ���z��] �{

�º��Ì��f�����Å

¶��̂��« ¶�����§ �{ �º��Ì��À��̄ Ê��À��Ì��]�Z��] Y� +2'$ É�Ä��·P�����» d���Y ¹�Ó ,É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��] 65'$ º��Ì��¼�� ��e ÉY���]

�|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ���Ë� É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��̧��X�����» �Y U (n) ,n = �, ..., N ���Å ÉY���] +2'$ �{ Ä��̄ º��Ë|��Ë{

U (n) = argmax
U(n)

tr{U (n)T S−n
b U (n)}

tr{U (n)TS−n
w U (n)}

s.t. U (n)TU (n) = I

�����

�|��»M d���{ Ä��] ���Ë� c�Â��� Ä��] Ê���Ô��̄ �½Á�{ Ê��³|��À��̄ Y���a ����Ë���eZ��» ¹���§ �d���Y *(9' É�Ä��̧��X�����» ®��Ë Ä��̄

S−n
b =

C∑

c=�

〈
Ž

(c)
−n, Ž

(c)
−n

〉

−n

�����

½M �{ Ä��̄

Ž
(c)
−n = X̌ (c) ×−n {UT } �����

X̌ (c) =
√
Kc

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
�����

�|��� Ä��·Â��»���§ ���Ë� c�Â��� Ä��] Ê���Ô��̄ �¾��Ì��] Ê��³|��À��̄ Y���a ����Ë���eZ��» ¾��Ì��À��q�º��Å

S−n
w =

K∑

i=�

〈
Z̃

(i)
−n, Z̃

(i)
−n

〉

−n

�����

�½M �{ Ä��̄

Z̃
(i)
−n = X̃ (i) ×−n {UT } �����

X̃ (i) = X (i) − X̄ (ci) �����
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�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�����ËÂ��¿�Z��] Y� ��� É�Ä�����]Y� ½Â��À��̄ Y

S−n
b =

C∑

c=�

〈
Ž

(c)
−n, Ž

(c)
−n

〉

−n

=
C∑

c=�
Kc

〈(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT },

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT }

〉

−n

=
C∑

c=�

�
Kc

〈
∑

i∈Ωc

((
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT }

)
,
∑

i∈Ωc

((
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT }

)〉

−n

=
C∑

c=�

�
Kc

〈
∑

i∈Ωc

H
(c)
−n

i ,
∑

i∈Ωc

H
(c)
−n

i

〉

−n

�����

����a �i ∈ Ωc Ä��̄ H
(c)
−n

i =
(
Xi − ¯̄X

)
×−n {UT } ½M �{ Ä��̄

S−n
b =

C∑

c=�

�
Kc

(
∑

i∈Ωc

H
(c)
−n

i(n)

)⎛

⎝
∑

j∈Ωc

H
(c)
−n

j(n)

⎞

⎠ =
C∑

c=�
H

(c)
−n

(n)W
(c)H

(c)
−n

T

(n) �����

H
(c)
−n = cat

(
N + �,H

(c)
−n

� , · · · ,H
(c)
−n

Kc

)
½M �{ Ä��̄

�d���Y ���Ë� c�Â��� Ä��] Ê��̄ Â��̧��] ���Ë���eZ��» ®��Ë W (c) Á

W (c) =
�
Kc

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

IPn IPn · · · IPn

IPn IPn · · · IPn

· · · · · ·
� � � ���

IPn IPn · · · IPn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
������

���Ë���eZ��» ®��Ë W (c) ¾��Ì��À��q�º��Å �Pn =
∏N

m=�
m̸=n

Jm Ä��̄ d���Y Pn × Pn Ê��¿Z��°��Ë ���Ë���eZ��» IPn ÓZ��] É�Ä�����]Y� �{

�d���Y KPn ×KPn

Á H−n = cat
(
N + �,H(�), · · · ,H(C)

) º��Ì��Å{ �Y���« ���³Y ½Â��À��̄ Y

W =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W (�) � · · · �
� W (�) · · · �

· · · · · ·
� � � ���

� � · · · W (C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
������

�{���̄ Ê�����ËÂ��¿�Z��] ���Ë� c�Â��� Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� ��� É�Ä�����]Y�

S−n
b = H−n

(n)WH−nT

(n) ������

�º��Ë�Y{ ��� Ê�����ËÂ��¿�Z��] Z��] � L = IKPn −W ½M �{ Ä��̄ S−n
w = H−n

(n)LH−nT

(n) º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ ½Â��À��̄ Y
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S−n
w =

K∑

i=�

〈
Z̃

(i)
−n, Z̃

(i)
−n

〉

−n

=
K∑

i=�

〈(
X (i) − X̄ (ci)

)
×−n {UT },

(
X (i) − X̄ (ci)

)
×−n {UT }

〉

−n

=
K∑

i=�

〈(
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT },

(
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT }

〉

−n
+ S−n

b − · · ·

�
K∑

i=�

〈(
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT },

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT }

〉

−n

������

�º��Ë�Y{ Á º��Ì��»Z��¿�Ê��» % Á $ \��Ì��e���e Ä��] Y� ÓZ��] É�Ä�����]Y� ¹Â��� Á µÁY ÉZ��Å�¹���e

A =
C∑

c=�

∑

i∈Ωc

〈
H−n(c)

i ,H−n(c)

i

〉

−n
=

C∑

c=�

∑

i∈Ωc

H−n(c)

i(n)
H−n(c)T

i(n)
= H−n

(n)H
−nT

(n) ������

B = �
C∑

c=�

〈
∑

i∈Ωc

(
X (i) − ¯̄X

)
×−n {UT },

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT }

〉

−n

= �
C∑

c=�
Kc

〈(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT },

(
X̄ (c) − ¯̄X

)
×−n {UT }

〉

−n

= �S−n
b

������

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] ���� ¾��ËY���]Z��À��]

S−n
w = H−n

(n)H
−nT

(n) − S−n
b = H−n

(n) (IKPn −W )H−nT

(n) = H−n
(n)LH−nT

(n) ������

�d���Y KPn ×KPn Ê��¿Z��°��Ë ���Ë���eZ��» IKPn Ä��̄

�S−n
t = S−n

w + S−n
b º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ Á S−n

t = H−n
(n)H

−nT

(n) º��Ì��À��̄ ¦��Ë��� ��e º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ÓZ��] l��ËZ��f��¿ Ä��] Ä��mÂ��e Z��]

�º��Ì��Å{ �Y���« µ{Z�� ��» ���Ë� É�Ä��·P�����» Z��] Y� ��� É�Ä��·P�����» ½YÂ��e�Ê��» µZ��u

U (n) = argmax
U(n)

tr{U (n)TS−n
b U (n)}

tr{U (n)TS−n
t U (n)}

s.t. U (n)TU (n) = I

������

�tr{U (n)TS−n
t U (n)} =

∑K
i=� ||G(i) − ¯̄G||�F Ä��̄ {Y{ ½Z�����¿ ½YÂ��e�Ê��»

�d���Y ���Ë� GEVD É�Ä��·P�����» É�Ã���ËÁ ���Ë{Z��¬��» ¾��Ë���e�±����] Z��] ����Z��À��f��» É�Ã���ËÁ �Y{���] Jn ,ÓZ��] É�Ä��·P�����» [YÂ��m

S−n
b u(n) = µS−n

t u(n) ������

Ê��À�� ��Ë� |���Z��] λ É�Ã���ËÁ �Y|��¬��» Z��] ����Z��À��f��» W É�Ã���ËÁ �Y{���] y ���³Y º��Ì��ËÂ��́ ��] º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ����� º��· Ä��] Ä��mÂ��e Z��]

�µ = λ Á d���Y ���� É�Ä��·P�����» [YÂ��m u(n) ÃZ��³�½M ,HT
(n)u

(n) = y Á �Wy = λy
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Á Ä��f��§Z��Ë Y� W µÁY É�Ã���ËÁ�Y{���] Jn Y|��f��]Y ,+2'$ �{ *(9' É�Ä��·P�����» ¶��u ÉZ��m Ä��] º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ¾��ËY���]Z��À��]

¶��u U (n) ÉY���] Y� H−nT

(n) U (n) = Y Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ���b��� �º��Ì��Å{ �Y���« Y ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� �{

�º��Ì��À��̄

�|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] �Ê��Æ��Ë|��]� c�Â��� Ä��] 65'$ �{ W ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ã���ËÁ �Y{���] ¹���4§ Ä��̄ º��Ë|��Ë{ � ¶�����§ �{

d���{ Ä��] Ê��Æ��Ë|��] c�Â��� Ä��] Y� W���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ½YÂ��e�Ê��» ���Ì��¿ +265' �{ Ä��̄ d���Y ¾��ËY \��·Z��m ©Z��̈ ��eY

�{�ÁM

ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] �Y ½YÂ��e�Ê��» Y� ½M ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ,d���Y Ê��̄ Â��̧��] É������« ���Ë���eZ��» ®��Ë W Ä��̄ Ê��ËZ��m�½M �Y

,ÃYÂ��z��·{ c ®��Ë ÉY���] ,Y� W (c) ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ¹���4§ Y|��f��]Y ¾��ËY���]Z��À��] �{�ÁM d���{ Ä��] ½M 5������« ÉZ��Å�Â��̧��]

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�������]

��W (c)y(c) = λy(c) Ê��À�� ��Ë� |���Z��] λ É�Ã���ËÁ�Y|��¬��» Z��] ����Z��À��f��» W (c) ���Ë���eZ��» É�Ã���ËÁ�Y{���] y(c) |��Ì��À��̄ ����§

�º��Ì��À��̄ º��Ì�����¬��e Ê��ËZ��e Pn ÉZ��Å�Y{���] ÉZ��Å�Â��̧��] Ä��] ���Ë� c�Â��� Ä��] Y� y(c) ���³Y

y(c) =
[
y(c)T

� , · · · ,y(c)T

Kc

]T

�º��Ë�Y{ ÃZ��³�½M

W (c)y(c) =
�
Kc

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

IPn IPn · · · IPn

IPn IPn · · · IPn

· · · · · ·
� � � ���

IPn IPn · · · IPn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(c)
�

y(c)
�
���

y(c)
Kc

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

�
Kc

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑Kc

k=� y
(c)
k

∑Kc

k=� y
(c)
k

���
∑Kc

k=� y
(c)
k

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= λ

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(c)
�

y(c)
�
���

y(c)
Kc

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
������

�º��Ë�Y{ p = �, · · · ,Kc ���Å ÉY���] ���a

y(c)
p =

�
λKc

Kc∑

k=�
y(c)
k

�º��Ë�Y{ ÓZ��] É�Ä�����]Y� �Y a ! y(c)
p º��Ì��Å{ �Y���« p = �, · · · ,Kc ���Å ÉY���] ���³Y ¾��ËY���]Z��À��]

a ! y(c)
p =

�
λKc

Kca =
a

λ

�λ = � ���a

Pn ÉY�Y{ W (c) ¾��ËY���]Z��À��] �d���Y Pn ���]Y���] W (c) ���Ë���eZ��» É�Ä��̂��e� Ä��̄ d���Y ¾���Á� ,ÃYÂ��z��·{ c ���Å ÉY���]

Ä��̄ |��À��f�����Å ¦��Ì���Â��e ¶��]Z��« y(c) =
[
aT
Pn

, · · · ,aT
Pn

]

︸ ︷︷ ︸
Kc

T
c�Â��� Ä��] Z��Å�½M ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] Ä��̄ d���Y ®��Ë É�Ã���ËÁ�Y|��¬��»

�d���Y ÃYÂ��z��·{ Pn × � �Y{���] ®��Ë aPn ½M �{



�� +265'$ �É{Z��Æ��À�����Ì��a ��Á� �� ¶�����§

É�Ä��f��°��¿ Á{ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] W ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] ½{�ÁM d���{ Ä��] Z��ÅW (c) ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ½Â��À��̄ Y

�d���Y ½Z���M Ê�����y���̂��m �Y ���Ë�

�d���Y ½M ������« ÉÁ� ÉZ��Å�Â��̧��] ÉZ��Å�Ä��̂��e� �Â��¼��n��» ���]Y���] Ê��̄ Â��̧��] É������« ���Ë���eZ��» ®��Ë É�Ä��̂��e� º��Ì��¿Y{�Ê��» ��

�d���Y CPn ���]Y���] W ���Ë���eZ��» É�Ä��̂��e� ¾��ËY���]Z��À��]

Ã���ËÁ ÉZ��Å�Y{���] Á d���Y ������« ÉÁ� ÉZ��Å�Â��̧��] É�Ã���ËÁ���Ë{Z��¬��» �Z��¼��f��mY Ê��̄ Â��̧��] É������« ���Ë���eZ��» É�Ã���ËÁ���Ë{Z��¬��» ��

������« ÉZ��Å�Â��̧��] É�Ã���ËÁ ���Ë{Z��¬��» Ê��»Z��¼��e Ä��̄ Z��m�½M �Y �|��»M |��ÅYÂ��y d���{ Ä��] ������« ÉZ��Å�Â��̧��] ÉZ��Å�Ã���ËÁ�Y{���] �Y

,W ������« ÉZ��Å�Â��̧��] ÉY���] {y(�), · · · ,y(C)} É�Ã���ËÁ �Y{���] Ä��f���{ ���Å ÉY�Y Ä��] º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» ,d���Y ®��Ë ���]Y���]

�º��Ì��À��̄ ¦��Ë��� ��e y =
[
y(�)T , · · · ,y(C)T

]T
c�Â��� Ä��] Y� W ���Ë���eZ��» É�Ã���ËÁ �Y{���] ®��Ë

Wy =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W (�) � · · · �
� W (�) · · · �

· · · · · ·
� � � ���

� � · · · W (C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(�)

y(�)

���
y(C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W (�)y(�)

W (�)y(�)

���
W (C)y(C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(�)

y(�)

���
y(C)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= y

Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Y{���] �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ê��f��uY� Ä��] Y� Z��Å�½M ½YÂ��e�Ê��» Ä��̄ d���Y ÉY�Ã���ËÁ �Y{���] CPn ÉY�Y{ W Ä��̄ º��]|��Ë{ ���a

ÉZ��Å����Ë���eZ��» Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ®��Ë ¶��u Z��] ���b��� Á º��Ë�ÁM d���{ Ä��] ,º��Ì��À��̄ �Ê��» |��Ì��·Â��e Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��]

�º��Ë�ÁM d���{ Ä��] Y� �Ä��ËZ��a

���]Z��e |��4̄ �Ä��̂��� ¾��ËY �{ �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� +265'$ ÉY���] É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y 5|��4̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y

µZ��¼���Y �Y�É{Á�Á ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� ÉÁ� ���] Y� Gram− Schmidt É�Z���{Â��¼��� |��À��ËM���§ Gram− Schmidt

rand(Pn, Jn) �|��À��À��̄ �Ê��» ¶��¼��� 0$7/$% �{ ½Z�����»Z��¿�º��Å ���]YÂ��e |��À��¿Z��¼��Å repmat Á rand ���]Z��e Á{ �|��À��̄ �Ê��»

¾��Ì��À��q�º��Å -|��À��̄ �Ê��» |��Ì��·Â��e � Á � ¾��Ì��] d��yYÂ��À��°��Ë ���Ë�Â��e Z��] Ê��§{Z�����e {Y|���Y �Y Pn × Jn ���Ë���eZ��» ®��Ë

�|��¿Y�Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y |��4̄ �Ä��̂��� ¾��ËY �{ ���Ì��¿ ���Ë� ÉZ��Å�Â�����¿Z��e �repmat(A,�,m) =

[
A
�
,A
�
, · · · ,A

m

]

X̂ = cat
(
N + �, X̂ (�), · · · , X̂ (C)

)

X̂ (c) = cat

(
N + �, X̂

(c)
(�) , · · · , X̂

(c)
(Kc)

)
������

X̂
(c)
(i) = X (i) − ¯̄X , i ∈ Ωc

º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{ Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» É�Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» Ä��̄ d���Y ���̄ } Ä��] ¹�Ó



�� +265'$ �É{Z��Æ��À�����Ì��a ��Á� �� ¶�����§

¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ÉY���] Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» ¾��ËY �{Â����Ê��» ¹Z��n��¿Y ,|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e � ¶�����§ �{ Ä��̄ +269'

��� ,��� d���Y ¹Â������» É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y

+LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV �+265'$� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y

,QSXW� 6HW RI . WUDLQLQJ GDWD {Xk ∈ RI1×...×IN , k = 1, · · · ,K} DORQJ ZLWK WKHLU ODEHOV {ck, k =
1, · · · ,K} DQG J1, · · · , JN

2XWSXW� {U (n) ∈ RIn×Jn , n = 1, ..., N} DUH WKH 1 RUWKRJRQDO EDVLV IDFWRUV RI +265'$ VXE�
VSDFH

�� ,QLWLDOL]H U (n), n = 1, · · · , N
�� ¯̄X = 1

K

∑K
i=1 Xi

�� &DOFXODWH X̂ DFFRUGLQJ WR HTXDWLRQV ������
�� UHSHDW
�� IRU n = 1, · · · , N GR
�� H−n = X̂ ×−(n,N+1) {UT }
�� Pn =

∏N
m=1
m ̸=n

Jm

�� IRU c = 1, · · · , C GR
�� Y (c) = repmat (rand(Pn, Jn),Kc, 1)
��� HQG IRU
��� Y =

[
Y (1); · · · ;Y (C)

]

��� 6ROYH H−nT

(n) U (n) = Y IRU U (n)

��� U (n) = Gram− Schmidt
(
U (n)

)

��� HQG IRU
��� XQWLO D VWRS FULWHULRQ LV PHW

Ã|��� Ã{�ÁM � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{ Ä���Ô��̄ Á{ d��·Z��u ÉY���] +265'$ 5½Â��»�M���Â��»M Ê��̧��̄ 5º��f��Ë�Â��́ ��·Y 5|��̄ �Ä��̂���

�{ �|��Å{�Ê��» Ê��mÁ���y �{ Y� ¥|��Å �Ô��̄ Ä��] ½Â��»�M É�Ã{Y{ ���Å ª��̧�� ��e µZ��¼��f��uY ÉÁZ��u É�Y{���] º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY �d���Y

tenmat (G, n) �|��À��̄ �Ê��» ¶��¼��� ���� É�Â�����¿Z��e �Y���]Y�Ä��̂�� ��m �{ ���»Z��¿�º��Å �Â��f���{ Ä��]Z�����» tenmat ���]Z��e |��4̄ �Ä��̂��� ¾��ËY

�|��Å{�Ê��» �Y���« �Y�Ê��mÁ���y �{ Y� G 5�Â�����¿Z��e5 Q�|��4» É�Ã|��� Ê�����Ë���eZ��» ¹���§

+265'$ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ½Â��»�M���Â��»M |��À��ËM���§ � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
,QSXW� 6HW RI . WUDLQLQJ GDWD {Xk ∈ RI1×...×IN , k = 1, · · · ,K} DORQJ ZLWK WKHLU ODEHOV {ck, k =

1, · · · ,K} DQG J1, · · · , JN � $OVR� WKH VHW RI 0 WHVW GDWD {Ym ∈ RI1×...×IN ,m = 1, · · · ,M}
�VXSSRVH WKDW WKH WUDLQLQJ WHQVRU GDWD DUH FRQFDWHQDWHG LQ WKH �1����WK PRGH RI X � L LV
WKH YHFWRU RI WUDLQ GDWD ODEHOV DQG Y = cat (N + 1,Y1, · · · ,YM )�

2XWSXW� s� VFRUHV RI VLQJOH WULDOV RI WHVW GDWD�

�� *HW +265'$ VXEVSDFH EDVLV IDFWRUV �U (1), · · · ,U (N)� YLD +265'$ DOJRULWKP �DOJR�
ULWKP ��

�� Gtrain = X ×1 U
(1) ×2 · · ·×N U (N)

�� Gtest = Y ×1 U
(1) ×2 · · ·×N U (N)

�� f train = tenmat (Gtrain, 3)
�� f test = tenmat (Gtest, 3)
�� w = LDA (f train,L)
�� s = wTf test
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+265'$ 5Ê��eZ��̂ ���Z��v��» cZ��Ì��̧��¼��� ���� µÁ|��m

Ê��eZ��̂���Z��v��» cZ��Ì��̧��¼��� ¦��Ë{�
¯̄X �
X̂ �

H−n = X̂ ×−(n,N+�) {UT } �
U (n) = H−nT

(n) \Y �
U (n) = Gram− Schmidt

(
U (n)

)
�

Ê��eZ��̂ ���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a ���

����§ º��Ì��À��̄ �Ä��̂���Z��v��» Y� ,+265'$ ,É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� Ê��eZ��̂���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a º��Ì��¿YÂ��f��] Ä��̄ �½M ÉY���]

Ã|��Ì��q X 5�Â�����¿Z��e ¹Â��� |�� ��4] �{ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ Á |��À��f�����Å Ê�����Ë���eZ��» c�Â��� Ä��] Z��Å�Ã{Y{ Ê��À�� ��Ë �N = � º��Ì��À��̄ �Ê��»

ÉZ��Å�Ã{Y{ �Â�����¿Z��e ����§ ¾��ËY Z��] -d���Y µÁY|��f��» Á µÂ��¬�� ��» ����§ ¾��ËY Ä��·Z��¿Z��̄ |��À��q ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] �|��¿Y�Ã|���

�{Â��] |��ÅYÂ��y Channel × Time× Trial c�Â��� Ä��] ��Â��»M

Z��] d���Y µ{Z�� ��» _Ô��§ ®��Ë �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y �_Ô��§ ¹Z��¿ Ä��] É�Z��Ì�� ��» �Y Ê��eZ��̂ ���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a ���n��À��� ÉY���]

Ê��³|��Ì��r��Ì��a É�Ä�����ËZ��¬��» ÉY���] Ã{Z��� É�Z��Ì�� ��» _Ô��§ �¹Á{ É�Ä�����Ë� Z��Ë Á º��Ì�����¬��e ,[���� ,ª��Ë���̈ ��e ,���¼��m 5µZ��¼���Y �Y Ê��°��Ë

�d���Y Ã|��� Ã{���] Ã���Æ��] ���� Á ���� ���mY���» �Y ���z��] ¾��ËY �{ �|��Å{�Ê��» d���{ Ä��] Z��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��eZ��̂ ���Z��v��»

�Z��Ì��¿ _Ô��§ O(KI�) �Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¹YL �Y���°��e �{ +265'$ Ä��̄ |��Ë{ º��Ì��ÅYÂ��y ���z��] ���Ë� ¾��ËY É�Ä��»Y{Y �{

�I = max(I�, I�) ½M �{ Ä��̄ {�Y{

ÉZ��Å����Ë���eZ��» Ê��¿Z�����Á� Ä��] ÉY���] Ê��ËZ��eÁ{ IRU É�Ä��¬��̧��u ®��Ë ,º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Y �Y���°��e ���Å �{ Ä��̄ d���Y ���̄ } Ä��] ¹�Ó

{Y|�� ��e cZ��̂���Z��v��» Ä��»Y{Y �{ ��d���Y �Z��Ì��¿ _Ô��§ O(KInIm +KI�n) �Y IRU ¾��ËY �Y ¹YQ �Y���°��e �{ �{�Y{ {Â��mÁ ¶��»Z���

µÁ|��m �{ Y�~��³ c�Â��� Ä��] Y|��f��]Y �m = �− n º��Ì��À��̄ ����§ �º��ËY�Ã{�ÁM IRU É�Ä��¬��̧��u ¾��ËY �Y ¹YQ �Y���°��e ÉY���] Y� _Ô��§

�{�Y{ Ê��eZ��̂���Z��v��» ¶��uY���» Ä��q +265'$ Ä��̄ º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�������] ���

(K − �)InIm +KInIm {Y|�� ��e Ä��] ��� µÁ|��m µÁY ������� Á{ É�Ä��̂���Z��v��» �µÁY ������� Á{ É�Ä��̂ ���Z��v��»

�{�Y{ �Z��Ì��¿ _Ô��§

Z��] ���]Y���] ��� µÁ|��m ¹Â��� ������� �{ Ã|����Ä��̂���Z��v��» �Â�����¿Z��e É�Ã|����Ê�����Ë���eZ��» ¹���§ Ä��̄ |��Ë{ ½YÂ��e�Ê��» �Q 5|��4» [����

�{�Y{ �Z��Ì��¿ _Ô��§ � (Im − �) InKJm {Y|�� ��e Ä��] [���� ¾��ËY �d���Y U (m)T X̂(m)

�)ORS

Mina
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Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y MATLAB �{ POGHYLGH �Â��f���{ �Y �Y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ¶��u ÉY���] �cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ¶��u

����Ë���eZ��» ®��Ë A Ä��̄ Ê��f��·Z��u �{ Á |��À��̄ �Ê��» ¶��u x �Y{���] ÉY���] Y� Am×nxn×� = bm×� É�Ä��·{Z�� ��» �Â��f���{ ¾��ËY �d���Y

Ä��Ë���n��e A = QR c�Â��� Ä��] Am×n ���Ë���eZ��» �Á� ¾��ËY �{ �|��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y 45 É�Ä��Ë���n��e �Y |���Z��] Ê��̧��Ì�����f�����»

,ÃZ��́ ��f���{ ¶��u ÉY���] �d���Y Ê��j��̧��j��»ÓZ��] ���Ë���eZ��» ®��Ë Rn×n Á |��»Z�� ��f��» ���Ë���eZ��» ®��Ë Qm×n ½M �{ Ä��̄ {Â����Ê��»

�Z��Ì��¿ {�Â��» ÉZ��Å�_Ô��§ Z��] d���Y ���]Y���] �Z��Ì��¿ {�Â��» _Ô��§ {Y|�� ��e ¾��ËY���]Z��À��] �{Â����Ê��» ¾��Ë���́ ��ËZ��m Rx = QT b Z��] Ä��·{Z�� ��»

�d���Y n� Á n (�m− �) ,�mn� ���]Y���] \��Ì��e���e Ä��] Ä��̄ -Rx = c 5ÃZ��́ ��f���{ ¶��u Á QT b [���� ,45 É�Ä��Ë���n��e ÉY���]

Ã{Z��� �mn (n+ �) {Y|�� ��e Ä��] m≫ � ����§ Z��] �d���Y ¹�Ó _Ô��§ n� + n (�m− �) + �mn� �Â��¼��n��» �{ ���a

�{���̄ ���e�Ã{Z��� �mn� Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� Z��Å�_Ô��§ {Y|�� ��e ,n≫ � ���³Y �{Â����Ê��»

�JmKIn (In + �) Ä��] �Z��Ì��¿ Ä��·{Z�� ��» ¶��u���a �n = In Á m = JmK cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ÉY���] +265'$ �{

�{�Y{ _Ô��§

*UDP�6FKPLGW É�Z���{Â��¼��� |��À��ËM���§ Am×n ���Ë���eZ��» ®��Ë ÉY���] �*UDP�VFKPLGWÉ�Z���{Â��¼��� |��À��ËM���§

|��À��ËM���§ ,d���Y In × Jn ���Ë���eZ��» ®��Ë Ä��̄ ,U (n) ���Ë���eZ��» ÉY���] +265'$ �{ ���a �{�Y{ _Ô��§ �mn� Ä��] �Z��Ì��¿

�{�Y{ _Ô��§ �InJ�n Ä��] �Z��Ì��¿ *UDP�6FKPLGW É�Z���{Â��¼���

É|��À��]����¼��m ���

Ä��] É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ ½{���̄ ���ËÂ�����e ÉY���] |��Ë|��m �Á� ®��Ë ½YÂ��À��� Ä��] ,+265'$ ¶�����§ ¾��ËY �{

�Á� �Y Ê�����y|��À��q º��Ì��¼�� ��e �Á� ¾��ËY �|��� Ê��§��� ��» ,|���Z��] ���f�����Ì��] Z��Å���Ô��̄ É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e Ä��̄ Ê��ËZ�����§

É�Ä��Ë���n��e É�Ä��·P�����» +265'$ Ä��̄ º��Ë|��Ë{ �|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] +2'$ ���]YÁ� Ê�����ËÂ��¿�Z��] �Y Á d���Y 65'$

+265'$ É���e���] �|��À��̄ �Ê��» ¶��Ë|��̂��e Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ®��Ë ¶��u Ä��] Y� +2'$ É�Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��»

�{���̄ �Ä���Ô��y ���Ë� {�Â��» Ä��� �{ ½YÂ��e�Ê��» Y� +2'$ Ä��] d��̂�����¿

�½Â��Ì���Y���Ë�ÓÂ��³� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ½Z��°��»Y Ê�����y cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ Z��] �Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m ��

{Â��Ì��« µZ��¼���Y Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �{�Z����Ê��» º��ÅY���§ Y� Ã|��»M d���{ Ä��] ÉZ�����§���Ë� É�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��»

|��¿YÂ��e�Ê��» +265'$ ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d�����Ì��¿ ¾��°��¼��» �Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e ���] ½Â��Ì���Y���Ë�ÓÂ��³�

�{Â��� Ê��¬��̧��e ½Â��Ì���Y���Ë�ÓÂ��³� {Â��Ì��« ½{���̄ ÃY���¼��Å ÉY���] |��Ë|��m �Z��f��yZ��� ®��Ë

�{ �Â���Â��» ¾��ËY �{�Y{ {Â��mÁ Ê��³|��À��̄ Y���a ����Ë���eZ��» É���Ë~��aZ��¿��Â��°�� ��» ½Z��°��»Y +2'$ Ê��ËY|��f��]Y ÉZ��Å��Y���°��e �{ ��



�� +265'$ �É{Z��Æ��À�����Ì��a ��Á� �� ¶�����§

�{ Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e ¥~��u Z��] �d���Y ���Ì��́ ��¿Y���]��Ä��£|��£{ Ã���ËÁ�Y{���]�Ã���ËÁ�Y|��¬��» É�Ä��Ë���n��e

�{Â����Ê��» ���̈ ��e���» Ä��£|��£{ ¾��ËY +265'$

-{Â��] |��ÅYÂ��y +265'$ �Y ���f�����Ì��] +2'$ Ê��³|��Ì��r��Ì��a ,d���Y {Z��Ë� �Z��Ì�����] ½Z��³{Y{ |�� ��4] Ä��̄ Ê�����ËY���� �{ ��

cÓ{Z�� ��» ÃZ��́ ��f���{ ¶��u ÉY���] º��̄ Ê��³|��Ì��r��Ì��a Z��] É�Y���°��e ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Y |��¿YÂ��e�Ê��» +265'$ Ä��̄ Y���q

�{Â��� |��À��»�Ã���Æ��] �Y�Ê�����y

�º��Ë�Y{���a�Ê��» 3��� VSHOOHU �{ É|��À��]�Ä��¬��̂��� �{ +265'$ Ê��]Z��Ë��Y Ä��] |�� ��] ¶�����§ �{



� ¶�����§

+265'$ 5É�Z����Ä��Ì��̂ ��� l��ËZ��f��¿

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

¹Â��� Á ¹Á{ ���z��] �{ �º��Ë�Y{���a�Ê��» É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ Ê�������] Ä��] ¶�����§ ¾��ËY �{

É�Ä��Ë���n��e ÉY���] Y� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e l��ËZ��f��¿ �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��§��� ��» Y� Ê��]Z��Ë��Y ÉZ��Å��Z��Ì�� ��» Á Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ÉZ��Å�Ã{Y{

Ê�������] Ä��] \��Ì��e���e Ä��] º������ Á º��n��À��a ���z��] �d���Y �Ã|��� Ê�������] ¹�Z��Æ��q ���z��] �{ d������a���� ½Á|��] 7XFNHU

�{�Y{ �Z�����f��yY 3��� VSHOOHU É|��À��]�Ä��¬��̂��� �{ +265'$ Ê��ËY�Z��̄ Á +265'$ É�Y|��ËZ��a Á ���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�������] º��f��̈ ��Å ���z��] �{ Y� +265'$ ÉZ�����§���Ë� �{ µZ��¿Z��̄ |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��» É�Ä��Ë�Z��a ����Ë���eZ��»

Z��Å�Ã{Y{ ���

µZ��¼���Y ��Y{���a����Ì��a ½M �Y ���a Á Ã{���̄ Ê��§��� ��» Y� Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ½Z��³{Y{ Ä���Â��¼��n��» Y|��f��]Y ���z��] ¾��ËY �{

�{Y{ º��Ì��ÅYÂ��y t��Ì���Â��e Y� ½M Ä��] Ã|���

Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y ½Z��³{Y{ Ä���Â��¼��n��» �����

d���Y Ä��f��§���³ �Y���« Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ���� �%&, ¹Â��� É�Ä��¬��]Z�����» É�Ã{Y{ ÃZ��́ ��ËZ��a �Y �Y ¹Á{ ��É�Ã{Y{ �Ä���Â��¼��n��»

t��Ì���Â��e ��� ���z��] �{ Y� 3��� VSHOOHU º��ËY{Y�Z��a �d���Y 3��� VSHOOHU ®��Ë �Y Ã|��� d��̂��i ((* ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��̄

�{ Ä��̄ d���Y ���¿Y�Z��°��¼��Å Á 'RQFKLQ ¶��°��eÁ���a Z��] Ä��]Z�����» ©Â��§ ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��» 3��� VSHOOHU ¶��°��eÁ���a �º��Ë{Y{

Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ Ã�Â��� Ä��] Ä��Ì��¿Z��i �� c|��» Ä��] Ê��n��¿������� É�Ä��v��̈ ��� ¶��°��eÁ���a ¾��ËY �{ �d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» ���� Á ����
�'DWDVHW
�%HUOLQ %&, &RPSHWLWLRQ ,,,�'DWDVHW ,,

��



�� +265'$ 5É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ �� ¶�����§

|��ËZ��] 6 ¶��°��� �{� {Â����Ê��» Ä��f��°��Ë{ Ã�Â��� Ä��] ���f��̄ Y�Z��̄ ®��Ë �Z��] ���Å �'RQFKLQ ¶��°��eÁ���a �{ 3��� VSHOOHU É�Ä��v��̈ ��� ���� ¶��°���
����� �{Â��� Ê��n��Å

�Â��»Z��y Ä��v��̈ ��� Z��uÔ������Y Z��Ë |��À��f�����Å ½Z�����°��Ë c|��� ÉY�Y{ Z��Å���f��̄ Y�Z��̄ É�Ä��¼��Å ½Z��»� c|��» ¾��ËY �{� {Â����Ê��»

d�����a Á Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��] ���Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� Á Z��Å������� Á {Â����Ê��» Ä��f��°��Ë{ ���]�Z��̄ Ä��] ¥���u ®��Ë ���b��� ��d���Y

®��Ë Ä��̄ Ê��¿Z��»� d���Y 3��� VSHOOHU É�Ä��v��̈ ��� �Y Ê�����ËZ��¼��¿ ��� ¶��°���� |��¿Â����Ê��» ¾���Á� ���e���Å �� w���¿ Z��] º��Å ����

¶��̄ ½�M �Y ���a Á |��¿Z��»�Ê��» ¾���Á� Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ��� c|��» Ä��] �½Â��f��� Z��Ë� ������� ���Å ���d���Y Ã|��� ¾���Á� ½M �������

�{ Á |��¿Â����Ê��» ¾���Á� Ê��ËZ��e �� ÉZ��Å�Â��̧��] �{ Z��Å�½Â��f����Á Z��Å������� �|��¿Z��»�Ê��» �Â��»Z��y Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» �� Ä��v��̈ ���

d�����a Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��] ½Â��f��� Á ������� �� Ê��e�Z��̂��� Ä��]� d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ®��Ë���v��e Ê��ËZ��e �� Â��̧��] �� �Â��¼��n��»

{Â��mÁ d��̂��i�®��e ��� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Å ÉY�Y Ä��] ¾��ËY���]Z��À��] ��{Â����Ê��» �Y���°��e �Z��] �� Z��Å�Â��̧��] ¾��ËY Á Ã|��� ¾���Á� º��Å ����

���f��̄ Y�Z��̄ ®��Ë Ä��] �Â��]���» ®��Ë���v��e ��� ���Å �Y Á �|��¿Â����Ê��» ¾���Á� �Z��] �� ¹Y|��̄ ���Å ,½Â��f��� Á ������� ��� {�Y{

�|��À��f�����Å 3��� �Ô��̄ Ä��] �Â��]���» ®��Ë���v��e �× �� = ��

Á �� 5|��¿Z��] �{ �~��³�½Z��Ì��»����f��̧��Ì��§ Á d��̂��i µZ��¿Z��̄ �� �Y ���e���Å ��� w���¿ Z��] ((* µZ��À��́ ��Ì��� Ã{Y{ Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY �{

��� ¶��°��� �{ Ä��̄ d���Y ����� º��f�����Ì��� �Z���Y ���] Z��Å{Á���f��°��·Y É���Ì��³�Y���« ¶��v��» �d���Y �Ã|��� µZ��¼���Y ���e���Å ��

�d���Y Ã|��� Ã{Y{ ½Z�����¿

����f���{ �{ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ½YÂ��À��� Ä��] ���f��̄ Y�Z��̄ ¾��Ë|��À��q ÉZ��Å�®��Ë���v��e \�����q���] Z��Å�Ã{Y{ Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY �{

Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY �d���Z��Å���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��ËZ��Æ��¿ �{ Á ½Â��»�M ÉZ��Å�d��̂��i�®��e \�����q���] ¾��Ì��Ì�� ��e ¥|��Å �d���Y Ä��f��§���³ �Y���«

½Â��»�M ���f��̄ Y�Z��̄ ��� Á ��Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ �� Á |��¿Y�Ã|��� d��̂��i �% Á $ É�Ã�Â���� �Ã�Â��� Á{ �Y Ä�����̧��m l��À��a Ê��� �{

½M d��ËZ��� �{ Ä��¬��]Z�����» l��ËZ��f��¿ ¹Ô���Y Z��] ½Z��»��º��Å ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å���f��̄ Y�Z��̄ �d���Y Ã|��� Ã{Y{ Ã�Â��� ���Å ÉY���]



�� +265'$ 5É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ �� ¶�����§

����� ����� º��f�����Ì��� �{ Z��Å{Á���f��°��·Y É���Ì��³�Y���« ¶��v��» ���� ¶��°���

��d���Y Ã|��� ������f��À��»

��Y{���a����Ì��a �����

Ã|��� ¹Z��n��¿Y Z��Å�Ã{Y{ ÉÁ� ���] ���Ë� ¶��uY���» ���� Ä��¬��]Z�����» É�Ã|��¿���] ÃÁ���³ Z��] Ä��]Z�����» Z��Å�Ã{Y{ ��Y{���a����Ì��a ÉY���]

�d���Y

�d���Y ®��Ë���v��e �Y |�� ��] �Ä��Ì��¿Z��i�Ê��̧��Ì��» ��� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ ¶��»Z��� d��̂��i�®��e ���Å �|��¿Y�Ã|��� É�Z����Y|��m Z��Å�d��̂��i�®��e ��

�{Â��] |��ÅYÂ��y Ä��¿Â��¼��¿ ��� ÉY�Y{ d��̂��i�®��e ���Å ,É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ ���¿Z��̄ ���§ Ä��] Ä��mÂ��e Z��] ¾��ËY���]Z��À��]

&KHE\VKHY ���f��̧��Ì��§ �Y �|��¿Y�Ã|��� ���f��̧��Ì��§ ���e���Å �� Z��e �/� 5|��¿Z��] �{ µÁY É�Ä��̧��u���» �{ Ã|��� Y|��m ÉZ��Å�d��̂��i�®��e ��

�d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y � Ä��̂��e���» ®��Ë �Â��¿

�{ GHFLPDWH ���]Z��e �Y �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���] �{Â����Ê��» Ã�{Y{ ���ÅZ��̄ ���e���Å �� ���¿Z��̄ ���§ Ä��] É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ w���¿ ��

�{Â��] |��ÅYÂ��y Ä��¿Â��¼��¿ �� ÉY�Y{ �d��̂��i�®��e ���Å Ä��̧��u���» ¾��ËY �{ �d���Y Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y 0$7/$%

�d���Y Channel × Time ½M {Z�� ��]Y Ä��̄ |��¿Â����Ê��» Ã|��Ì��q ��× �� ���Ë���eZ��» ®��Ë �{ d��̂��i�®��e ���Å ÉZ��Å�Ã{Y{ ��
� KWWS���EEFL�GH�FRPSHWLWLRQ�LLL�UHVXOWV�LQGH[�KWPO



�� +265'$ 5É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ �� ¶�����§

¹Â��� |�� ��] �{ Y� Z��Å�d��̂��i�®��e Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å����Ë���eZ��» d���Y Ê��§Z��̄ �|��¿Â��� É�Â�����¿Z��e Z��Å�Ã{Y{ d���Y ¹�Ó ½Â��À��̄ Y

ÉY���] �{Â��] |��ÅYÂ��y ��×��×K Z��» �Â�����¿Z��e ,º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ d��̂��i�®��e K ���³Y c�Â��� ¾��ËY �{ �º��Ì��Å{ �Y���« º��Å d�����a

ÉY�Y Ä��]� K = ���× ��� = ����� ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] Á K = ��× ��� = ����� ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{

��º��Ë�Y{ d��̂��i�®��e ��� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Å

Ê��]Z��Ë��Y ÉZ��Å��Z��Ì�� ��» ���

Z��Å�½M Ä��] d��¼�����« ¾��ËY �{ Ä��̄ {Y{ �Y���« Ê��]Z��Ë��Y {�Â��» ������À��» Ä��� �Y ½YÂ��e�Ê��» Y� É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY�Z��̄

�{Â����Ê��» Ä��f��yY{���a

É�Z��»M ½Â��»�M �����

Ä��̄ d���Y ¹�Ó ¾��ËY���]Z��À��] -d���Y Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ º��f��Ë�Â��́ ��·Y ®��Ë ���«YÁ �{ +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ä��̄ Z��m�½M �Y

Ä��À��Ì��»� ¾��ËY �{ Ê��¼��̄ É�Z��Ì�� ��» Ä��̄ Ê��ËZ��Å�ÃY� �Y Ê��°��Ë �{Â��� Ê�������] �Ô��̄ Á{ ®��Ì��°��̈ ��e �{ Ê��ËZ��Æ��¿ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ê��ËZ��¿YÂ��e

Y� ���̈ ��� ����§ ,\���Z��À��» ½Â��»�M ®��Ë É���Ì��³�Z��̄ Ä��] Z��] Ä��̄ c�Â��� ¾��ËY Ä��] �d���Y É�Z��»M ½Â��»�M ,|��Å{�Ê��» d���{ Ä��]

����§ Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ �º��Ì��À��̄ {� Z��Ë µÂ��̂��« Y� ½M ,Ã|��»M d���{ Ä��] S�YDOXH Ä��] Ä��mÂ��e Z��] Á Ã{Y{ �Y���« �Ô��̄ Á{ Ä��]Z�����e

Ê�������] Ä��] ������À��» ¾��ËY �Y ����� ���z��] �{ �d���Y ª��§Â��» �Ô��̄ Á{ ®��Ì��°��̈ ��e �{ Ä���Â��]���» �Ê��³���ËÁ {Â��� {� ���̈ ���

�º��Ë�Y{���a�Ê��» �Ô��̄ Á{ É���Ë~��a���ËZ��¼��e

���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �����

�d���Y ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e 3��� 6SHOOHU ®��Ë ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a �{ ¥|��Å ¾��Ë���e�º��Æ��»

������� ���Å ½|��� ¾���Á� Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å��Y���°��e �{ 3��� �Â�����u µZ��¼��f��uY �Z���Y ���] d���Y ¹�Ó �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���]

�d���Y ���]�Z��̄ ������¿ {�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u �½Â��f���� ������� ¾��Ì��»Y|��̄ º��Ì��À��̄ ¾��Ì��Ì�� ��e ,�½Â��f����

�Â��¼��n��» ,d���Y ���]�Z��̄ ������¿ {�Â��» ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u Ê��·Z��¼��f��uY Ä��q Z��] �½Â��f���� ������� ���Å Ä��̄ �¾��ËY ���Ì��z�����e ÉY���]

�Z��Ì�� ��» ½YÂ��À��� Ä��] Y� �½Â��f���� ������� ½M ½|��� ¾���Á� Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�d��̂��i�®��e É�Ä��¼��Å �{ 3��� �Â�����u µZ��¼��f��uY

Z��Å�d��̂��i�®��e ¾��ËY {Y|�� ��e |���Z��] �|��¬��q ®��Ë���v��e ���Å ÉZ��Å��Y���°��e {Y|�� ��e Ä��̄ �¾��ËY Ä��] Ä��f�����]� º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« É���Ì��³�º��Ì��¼�����e

ÉÁZ��u �½Â��f���� ������� ½YÂ��À��� Ä��] |���Z��] Ä��À��Ì�����Ì��] ½M ÉY���] �Z��Ì�� ��» ¾��ËY Ä��̄ É���½Â��f���� ������� ��|���Z��] cÁZ��̈ ��f��» |��¿YÂ��e�Ê��»

� |��4̄ �Ä��̂��� �{Â����Ê��» Ã{Y{ ���Ì��z�����e ���f��̄ Y�Z��̄ ½YÂ��À��� Ä��] Ã|��� [Z��z��f��¿Y ½Â��f��� Á ������� Ê��«Ô��e Á [Z��z��f��¿Y ���f��̄ Y�Z��̄
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Z��] Ä��]Z�����» max Á zeros ���]Z��e |��4̄ �Ä��̂��� ¾��ËY �{ �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ ÉÁZ��u ½Â��f��� Á ������� ���Ì��z�����e º��f��Ë�Â��́ ��·Y

É�Ä��¼��Å Ä��̄ |��À��̄ �Ê��» |��Ì��·Â��e m × � �Y{���] ®��Ë zeros(m,�) �|��À��À��̄ �Ê��» ¶��¼��� 0$7/$% �{ ½Z�����»Z��¿�º��Å ���]Z��e

���] ind �{ {�Y{ Ä��À��Ì�����Ì��] �Y|��¬��» Ä��̄ Y� v �Y ÉY�Ä��ËY�{ ���Ë|��¿Y [∼, ind] = max (v) Á d���Y ���̈ ��� ½M ÉZ��Å�Ä��ËY�{

�d��yY{���a º��Ì��ÅYÂ��y É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y {���°��̧��¼��� Ê�������] Ä��] ������À��» ¾��ËY �Y ����� ���z��] �{ �|��¿Y{���³�Ê��»

���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e � º��f��Ë�Â��́ ��·Y
,QSXW� s� WKH YHFWRU RI VFRUHV RI VLQJOH WULDOV DQG c� WKH YHFWRU RI FRGHV RI HDFK VLQJOH WULDO�

�VXSSRVH WKDW WKH OHQJWK RI s DQG c LV M �
2XWSXW� row DQG col� WKH QXPEHUV RI WKH URZ DQG FROXPQ WKDW LQFOXGH WKH GHVLUHG FKDUDFWHU

�� v = zeros (12, 1)
�� IRU k = 1, · · · ,M GR
�� v (c (k)) = v (c (k)) + s (k)
�� HQG IRU
�� vrow = v (1 : 6)
�� vcol = v (7 : 12)
�� [∼, row] = max (vrow)
�� [∼, col] = max (vcol)

d������a���� ½Á|��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ���

�Y Ã{Z��� ���ËZ��»�M ®��Ë �{ ,º��Ì��Å{ ½Z�����¿ Y� d������a���� Z��] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ¹Á���· Ä��̄ �½M ÉY���]

�{� º��Ë{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y ((* É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ê��³���ËÁ kY���z��f���Y ÉY���] É|��Ì��« p��Ì��Å ½Á|��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e

,|���Z��] Channel× T ime× Trial ÉZ��Å�Ã{Y{ X ���³Y ���«YÁ �{ ���º��Ë|��Ë{ cZ��Ì��]{Y �{ Y� ½M {���]�Z��̄ ������� ���z��]

Ä��f�����Å �Â�����¿Z��e Á º��Ì��À��̄ �Ê��» µZ��¼���Y ½M Ä��] (J, J) É�Ä��̂��e� Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e +22, º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��]

/'$ |��À��]�Ä��¬��̂��� Ä��] Y� Z��Å�½M d��̂��i�®��e ���Å �Ê��³���ËÁ ½{���̄ É�Y{���] Z��] ½M �Y ���a �{Y{ |��ÅYÂ��y Z��» Ä��] Y� Z��Å�Ê��³���ËÁ

�º��Ì��Å{�Ê��»

{���°��̧��¼��� Ä��̄ d���Y ¾���Á� �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ l��À��a Z��e ®��Ë �Y J ÉY�Y Ä��] Y� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ ��� ¶��°���

�d�����Ì��¿ µÂ��̂��« ¶��]Z��« d������a���� ½Á|��] É�Ä��Ë���n��e

+265'$ Ê��ËY���́ ��¼��Å Á ���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y ���

Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e [Z��z��f��¿Y �����

���] Ê��ËY�����Ä��] ���Ì��iZ��e Á d���Y Ê���Z��y d��Ì��¼��ÅY ÉY�Y{ Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{ Z��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e [Z��z��f��¿Y

º��Ì��¿Y{�Ê��» Á {�Y{ Ê��Æ��mÂ��e ¶��]Z��« ���Ì��iZ��e ½M É�Ä��n��Ì��f��¿ ���] ,7XFNHU É�Ä��Ë���n��e É�Ä��̂��e� Ê��§���� �Y �d���Y{ |��ÅYÂ��y l��ËZ��f��¿
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\�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ �Y{Â��¼��¿ ����f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ d������a���� ½Á|��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e {���°��̧��¼��� ���� ¶��°���
º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Z��Å�Ã{Y{ ��% É�Ã�Â��� d���Y� d��¼��� ,$ É�Ã�Â��� `��q d��¼���� ½Z��³{Y{ É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] Ä��Ë���n��e É�Ä��̂��e�
d������a���� ½Á|��] É�Ä��Ë���n��e {���°��̧��¼��� Ä��̄ d���Y ¾���Á� �d���Y �Ã|��� µZ��¼���Y ½M Ä��] (J, J) É�Ä��̂��e� Z��] 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e +22,

�d�����Ì��¿ µÂ��̂��« ¶��]Z��«

¾��ËY �% Á $ É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] �- \�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��«{��Y{Â��¼��¿ �+265'$ �{ ���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y ���� ¶��°���
�d���Y Ã|��»M d���{ Ä��] +ROG 2XW ¶��]Z��¬��f��» Ê��n��À����Z��̂��f���Y �Á� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] �Y{Â��¼��¿
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ÉZ�����§ |�� ��4] ���«YÁ�{ Ä��Ë���n��e É�Ä��̂��e� 7XFNHU É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��» É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y �{

¾��ËY Ä��] &3 É�Ä��Ë���n��e ÉY���] ���� �{ �|��Å{�Ê��» d���{ Ä��] Y� Ä��f��§Z��Ë |�� ��4] ����ÅZ��̄ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ {Y|�� ��e Á d���Y Ê��³���ËÁ

�d���Y Ã|��� ½Z�����¿����Z��y 67'$ ÉY���] �Â���Â��» ¾��ËY d��Ì��¼��ÅY ���Ì��¿ ���� �{ Á d���Y Ã|��� Ä��f��yY{���a �Â���Â��»

Á J ! J� = J� º��ËY�Ã{���̄ ����§ Á º��Ì��]Z��Ì��] Ê��³���ËÁ ÉZ�����§ ÉY���] Y� Ä��À��Ì��¼��̄ |�� ��4] Ä��̄ º��Ë|��À��»�Ä��«Ô��� Z��»

+ROG 2XW ¶��]Z��¬��f��» Ê��n��À����Z��̂��f���Y �Á� �Y �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���] �º��Ì��À��̄ �Ê��» [Z��z��f��¿Y � Z��e � ¾��Ì��] Y� J ¾��Ë���e�®��qÂ��̄

�� �|��Ë���Ì��́ ��] ������¿ �{ Y� �Z��y J ®��Ë �Ã{���̄ º��Ì�����¬��e d��¼�����« Á{ Ä��] Y� ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ Á º��ËY�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y ����

ÉZ��Å�Ã{Y{� ���f��̄ Y�Z��̄ �� ¾��ËY ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��]� +265'$ ÉZ�����§���Ë� ��Â��»M ÉY���] Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��] Y� ���f��̄ Y�Z��̄

d��«{ 5½Â��»�M ÉY���] �Ê��n��À����Z��̂��f���Y 5½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{� ���́ ��Ë{ ���f��̄ Y�Z��̄ �� Á �d��̈ ��³ º��Ì��ÅYÂ��y �Ê��n��À����Z��̂��f���Y 5��Â��»M

�º��Ë���Ì��³�Ê��» ������¿ �{ ,+265'$ ÉZ�����§���Ë� ���] Ã|��� ���ËÂ�����e ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Z��Å���f��̄ Y�Z��̄ 5É|��À��]�Ä��¬��̂���

ÉZ��Å�Ã{Y{ ���b��� Á Ã{�ÁM d���{ Ä��] Ê��n��À����Z��̂��f���Y ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Y� +265'$ ÉZ�����§���Ë�

¾��ËY �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��̂���Z��v��» Z��Å�½M ÉY���] Y� ���f��̄ Y�Z��̄ É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��«{ Á Ã{���̄ ���ËÂ�����e ½M ���] Y� Ê��n��À����Z��̂��f���Y ½Â��»�M

�Y���°��e �Z��] Ã{ ,J ���Å ÉY�Y Ä��] ����f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e Á Ê��n��À����Z��̂��f���Y ½Â��»�M Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ [Z��z��f��¿Y� Y� ¶��¼���

º��Ì��ÅYÂ��y ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ 5���¿Z��Ë�YÁ ®��Ë Á ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ®��Ë J = �, · · · ,� ���Å ÉY���] \��Ì��e���e ¾��Ë|��] �º��Ì��À��̄ �Ê��»

�Y|��¬��» Ä��̄ �¾��ËY Ä��] Ä��mÂ��e Z��] �|��À��̄ �Ê��» |��Ì��·Â��e �- \�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ É|��À��]�Ä��¬��̂��� d��«{� �Y{Â��¼��¿ ®��Ë ¾��ËY Ä��̄ ,d���Y{

Z��] �Ä�����¬��¿ ¾��Ë���e�®��qÂ��̄ ,|��¿�Y{ Y� d��«{ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ¾��Ë���f�����Ì��] Ä��̄ Ê���Z��¬��¿ ½Z��Ì��» �{ ,d���Z��» É�Ä��«Ô��� {�Â��» - É�Ä��À��Ì��¼��̄

Ä���Â��¼��n��» É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] Y� Ã|��� [Z��z��f��¿Y ÉZ��Å�- Á ©Â��§ �Y{Â��¼��¿ ��� ¶��°��� �{Â����Ê��» [Z��z��f��¿Y ���e�º��̄ ���¿Z��Ë�YÁ

��d���Y Ã|��� [Z��z��f��¿Y � ���]Y���] % Á $ É�Ã�Â��� Á{ ���Å ÉY���] - �Y|��¬��»� |��Å{�Ê��» ½Z�����¿ ½Z��³{Y{

º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a Á Ê��ËY���́ ��¼��Å �����

�|��À��̄ ¾��Ì��¼�����e Y� Z��Å�½M Ê��ËY���́ ��¼��Å Ä��̄ |��À��f�����Å �Y|��ËZ��a ¦��«Â��e ����� ®��Ë |��À��»�Z��Ì��¿ É�Y���°��e ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Ä��¼��Å

������¿ �{ Z�����y ½YÂ��À��� Ä��] Y� Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» cY���Ì��Ì��¤��e ¹���¿ 67'$ ,|��� Ê��§��� ��» ����� ���z��] �{ Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å

�{Â����Ê��» ¦��«Â��f��» º��f��Ë�Â��́ ��·Y ,{Â��� ���e�®��qÂ��̄ ÉY�Ä��¿Z��f���M |��u �Y Z�����y ¾��ËY Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ Á Ä��f��§���³

d��̂�����¿� �Ô��̄ Á{ É���Ë~��a�®��Ì��°��̈ ��e ½M �{ Ä��̄ d���Y Ê��ËZ�����§���Ë� ¾��f��§Z��Ë ¥|��Å +265'$ �{ Ä��̄ Z��m�½M �Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» ¦��Ë��� ��e ���Ë� c�Â��� Ä��] Y� ½M ¦��«Â��e ����� ,|���Z��] Ä��À��Ì�����Ì��] �������Ì��§

Error = |FisherRatio (i)− FisherRatio (i− �) | < ε �����

ÉZ��Å�Ã{Y{ ½M É�Ä��̂���Z��v��» ÉY���] Ä��̄ d���Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¹Yi �Y���°��e �{ ������Ì��§ d��̂�����¿ FisherRatio (i) ½M �{ Ä��̄
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����� Z��] +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a Ê�������] ÉY���] ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y� �Y{Â��¼��¿ ���� ¶��°���
½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] �Z��] ®��Ë Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] �Z��] ®��Ë Y� +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y �µÁY ���ËZ��»�M �É{Z��Æ��À�����Ì��a ¦��«Â��e
Y� Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a ½YÂ��e�Ê��» Ê��À���Á� Ä��] �º��Ì��À��̄ �Ê��» º���� Y� ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y� �Y{Â��¼��¿ Á º��Ì��À��̄ �Ê��» Y���mY

�{���̄ Ã|��ÅZ�����» Ã{Y{ Ä��f���{ Á{ ÉY���]

ÉY���] Y� ������Ì��§ d��̂�����¿ Á Ã{���̄ ���ËÂ�����e ¹Yi �Y���°��e �{ Ã|��»M d���{ Ä��] ÉZ�����§���Ë� É�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» ���] Y� ��Â��»M

�Ê��e�Z��̂��� Ä��] �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��̂���Z��v��» Ã|��»M d���{ Ä��] ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ

FisherRatio (i) =

∑C
c=�Kc||Ḡ(c) − ¯̄G||�F∑K
k=� ||G(k) − Ḡ(ck)||�F

�����

,c �Ô��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ ���ËÁZ�����e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ,¹Yk ��Â��»M É�Ã{Y{ ����ËÂ�����e \��Ì��e���e Ä��] ¯̄G Á Ḡ(ck) , Ḡ(c) ,G(k) ½M �{ Ä��̄

�|��À��f�����Å ¹Yi �Y���°��e ÉZ�����§���Ë� ���] ,Z��Å�Ã{Y{ ¶��̄ ���ËÁZ�����e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Á ¹Yk É�Ã{Y{ 5�Ô��̄ º��Å ÉZ��Å�Ã{Y{ ���ËÁZ�����e ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��»

d���Y ¾��ËY É�Y|��ËZ��a �Y {Y���4» �{Â��� Ê�������] Ã|��� Ê��§��� ��» ¦��«Â��e ����� É�Y|��ËZ��a Á Ê��ËY���́ ��¼��Å d���Y ¹�Ó ½Â��À��̄ Y

�|���Z��̂��¿ Ä��f�����]YÁ Ã|����Ã{Z��̈ ��f���Y ÉZ��Å�Ã{Y{ 5�Z��y ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��] Ê��̧��̄ c�Â��� Ä��] ¦��«Â��e ����� Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y Ä��̄

º���� Y� ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y� �Y{Â��¼��¿ Á Ã{���̄ Y���mY ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Ã{Y{ Z��] Y� º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���]

Ä��]Z�����» Z��̂ ��Ë���¬��e Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y d���Y ¹�Ó Z��Å�Y{Â��¼��¿ ¾��ËY �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê�������] Y� Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y Á º��Ì��À��̄ �Ê��»

É�Ã�Â��� ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉÁ� ���] �Â�����À��» ¾��Ë|��] �{Â��� ¾��Ì��¼�����e Ê��ËY���́ ��¼��Å �Y���°��e É{Á|��v��» {Y|�� ��e �Y |�� ��] ¾��Ì��À��q�º��Å Á |���Z��]

�º��Ë{Y{ ¹Z��n��¿Y ���ËZ��»�M Á{ %

½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] �Z��] ®��Ë Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] �Z��] ®��Ë Y� � ¶�����§ �Y � º��f��Ë�Â��́ ��·Y µÁY ���ËZ��»�M �{ ��

Ä��] -d���Y Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y Ê�������] º��f��Ë�Â��́ ��·Y ÉY���mY �Y ¥|��Å Z��Æ��À��e Z��n��À��ËY �{ Ä��̄ {Â��� d��«{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» Y���mY

Ã{Y{ Ä��f���{ ®��Ë ½YÂ��À��� Ä��] Y� Z��Å�½M º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» Á {�Y|��¿ Ê�� ��¿Z��» ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å
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����� Z��] +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a Ê�������] ÉY���] ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y� �Y{Â��¼��¿ ���� ¶��°���
[Z��z��f��¿Y Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��] ��Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ �� �Y É���f��̄ Y�Z��̄ �� É�Ä���Â��¼��n��» ���Ë� �� �¹Á{ ���ËZ��»�M �É{Z��Æ��À�����Ì��a ¦��«Â��e
Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y Ê��̂�����¿ É�Y|��ËZ��a ½YÂ��e�Ê��» º��Å �Z��] �º��ËY�Ã{���̄ Y���mY Y� +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Ä���Â��¼��n��» ���Ë� ���Å ÉY���] Á º��ËY�Ã{���̄

�d���Y Ã{Y{ Ä���Â��¼��n��» ®��Ë Ä��] �Â��]���» ²��¿� ���Å ¶��°��� �{ �{Â��¼��¿ Ã|��ÅZ�����» Ä���Â��¼��n��» �� ¾��ËY ÉY���] Y�

Ã{Y{ Ä��f���{ Á{ ¾��ËY ÉY���] ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y� �Y{Â��¼��¿ ���ËZ��¼��¿ ��� ¶��°��� �º��Ì��À��̄ Ã{Z��̈ ��f���Y

�{���̄ Ã|��ÅZ�����» Ã{Y{ Ä��f���{ Á{ ÉY���] Y� Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y É�Y|��ËZ��a ½YÂ��e�Ê��» Ê��À���Á� Ä��] �d���Y

��Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ �� �Y É���f��̄ Y�Z��̄ �� É�Ä���Â��¼��n��»���Ë� �� �º��ËY�Ã{Y{ ¹Z��n��¿Y ���� �Y Ã|��ËY Z��] Y� ¹Á{ ���ËZ��»�M ��

�Y{Â��¼��¿ Á Ã{���̄ Y���mY Y� +265'$ º��f��Ë�Â��́ ��·Y �Ä���Â��¼��n��»���Ë� ���Å ÉY���] Á º��ËY�Ã{���̄ [Z��z��f��¿Y Ê��§{Z�����e c�Â��� Ä��]

�� ¾��ËY ÉY���] Y� Ê��ËY���́ ��¼��Å �Y{Â��¼��¿ ��� ¶��°��� �º��Ì��À��̄ �Ê��» º���� Y� ��Y���°��e É�Ã�Z��¼��� \�����u ���] Z�����y�

Ä���Â��¼��n��» �� ¾��ËY ÉY���] Y� Ê��ËY���́ ��¼��Å ÉÂ��́ ��·Y Ê��̂�����¿ É�Y|��ËZ��a ½YÂ��e�Ê��» º��Å �Z��] �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Ä���Â��¼��n��»

�{Â��¼��¿ Ã|��ÅZ�����»

������¿ �{ ε = �/���� �Z��̄ É�Ä��»Y{Y ÉY���] Y� Z�����y É�Ä��¿Z��f���M �Y|��¬��» ¹Á{ ���ËZ��»�M ÉZ��Å�Y{Â��¼��¿ Ä��] Ä��mÂ��e Z��]

�d���Y ½M d��«{ Á Ê��ËY���́ ��¼��Å d������� ½Z��Ì��» �½Z��f�����]�Ã|��] ®��Ë ε [Z��z��f��¿Y Ä��̄ d���Y ���̄ } Ä��] ¹�Ó �º��Ë���Ì��³�Ê��»

ÉY���] Ä��̄ º��Ì��À��̄ [Z��z��f��¿Y Y� ÉY�Ä��¿Z��f���M ¾��Ë���e�®��qÂ��̄ Ä��̄ d���Y Ã{Â��] c�Â��� ¾��ËY Ä��] ��� �Y{Â��¼��¿ �Z���Y ���] Z��» [Z��z��f��¿Y

�|���Z��] Ã|��� Y���́ ��¼��Å º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ä���Â��¼��n��» �� ���Å
�7UDGH�RII
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+265'$ Ê��]Z��Ë��Y ���

,|��� h��v��] ��� ���z��] �{ Ä��̄ É�Z��Ì�� ��» Ä��� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] �Y Y� É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y {���°��¼��� ���z��] ¾��ËY �{

�º��Ì��À��̄ �Ê��» Ê��]Z��Ë��Y

É�Z��»M ½Â��»�M �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] �Ô��̄ Á{ É���Ë~��a���ËZ��¼��e Ê�������] �����

�Y Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ê��³���ËÁ Ä��̄ º��Ë�Y{���a�Ê��» �Â���Â��» ¾��ËY Ê�������] Ä��] É�Z��»M ½Â��»�M �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] d��¼�����« ¾��ËY �{

Z��m�¾��ËY �{ �|��À��f�����Å Z��¿YÂ��e �Ô��̄ Á{ ���ËZ��¼��e �{ �|��¬��q |��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] +265'$ ÉZ�����§���Ë� ���] Z��Å�Ã{Y{ ���ËÂ�����e

½Â��»�M �Y �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���] �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��WY�Y % É�Ã�Â��� ÉY���] Y� l��ËZ��f��¿ \��̧�����» ½|��Ì�����̄ Y�Y�{ Ä��] �Y É���Ì��³Â��̧��m ÉY���]

�Â����½Z��¼��Å �º��Ì��Å{�Ê��» �Y���« �Ô��̄ Á{ ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ÉÁZ�����e Y� ���̈ ��� ����§ Á º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y WZR VDPSOH W�WHVW

�|��À��f�����Å µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{ �Ô��̄ Á{ Ä��̄ d���Y ¾��ËY ���] ����§ ½Â��»�M �¾��ËY �{ |��� �Ã{Y{ t��Ì���Â��e � ¶�����§ �{ Ä��̄

+265'$ ÉZ�����§���Ë� ���] É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å�Ã{Y{ ½{���̄ ���ËÂ�����e Ä��̄ Y���q -d���Y �Y���«���] Z��» É�Ä��·P�����» ÉY���] ����§ ¾��ËY

Ä��] {Z��À��f���Y Z��] �d���Y ½Z��»��µZ��¿Z��̄ ÉZ��Å�Ã{Y{ Ê�����y \��Ì��̄ ���e ���«YÁ �{ Ä��̄ d���Y Á{ Á ®��Ë 5|��4» ÉZ��Å�[���� ¶��»Z���

É�Ã�Y|��¿Y Ä��] {Â����Ê��» Ä��̂���Z��v��» Z��Å�½M Ê�����y \��Ì��̄ ���e Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ã{Y{ {Y|�� ��e Ä��̄ Ê��e�Â��� �{ ,É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����«

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ �Y Ê��°��Ë µZ��u ¾��ËY Z��] �d���Y µZ��»���¿ Z��Å�½M �Ê�����y \��Ì��̄ ���e ���Ë�Â��e ,|���Z��] ±����] Ê��§Z��̄

�d���Y Ã|��� �Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ��� ¶��°��� �{ ½M Ä��] Ã|��� ��Y���] µZ��»���¿ ���Ë�Â��e Z��] ÃY���¼��Å % É�Ã�Â���

Z��Ë º��Ì��Å{ ¹Z��n��¿Y �Ô��̄ Á{ ���¿Z��Ë�YÁ ÉÁZ�����e ����§ Z��] Y� W�WHVW ½Â��»�M Ä��̄ º��Ì��À��̄ Ê�������] Z��e d���Y ¹�Ó ½Â��À��̄ Y

|��Ì��¼��Æ��§ ½YÂ��e�Ê��» ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ÉY���] �Ô��̄ Á{ �{ �Ä��¿Â��¼��¿ ���¿Z��Ë�YÁ Ê�������] Z��] |��À��q���Å �ÉÁZ�����e ¹|���

¾��ËY Ä��] �Â�����À��» ¾��ËY ÉY���] WZR VDPSOH )�WHVW ½Â��»�M �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��»Y ,d���Y cÁZ��̈ ��f��» �Ô��̄ Á{ ���¿Z��Ë�YÁ Ä��̄

��� µÁ|��m �d���Y �Ô��̄ Á{ ���¿Z��Ë�YÁ É���]Y���] ���̈ ��� ����§ ½Â��»�M ¾��ËY �{ -|��ËY���§Y�Ê��» É���f��Æ��] É�Ä��¿YÂ��f�����a ����§

S�YDOXH ®��qÂ��̄ �Z��Ì�����] ���Ë{Z��¬��» Ä��̄ |��Å{�Ê��» ½Z�����¿ % É�Ã�Â��� Ê��³���ËÁ � ÉY���] Y� )�WHVW ½Â��»�M S�YDOXH���Ë{Z��¬��»

�|��À��̄ �Ê��» |��Ì��ËP��e Y� �Ô��̄ Á{ ���¿Z��Ë�YÁ cÁZ��̈ ��e ½Â��»�M Ä��n��Ì��f��¿ �{ Á |��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� ���̈ ��� ����§ Ê�� �����« {�

µZ��¼���Y Z��Å�Ã{Y{ ÉÁ� ���] �Ô��̄ Á{ ���¿Z��Ë�YÁ ÉÁZ�����e ¹|��� ����§ Z��] WZR VDPSOH W�WHVW ½Â��»�M ®��Ë ½Â��À��̄ Y

�Z��Ì�����] ���Ë{Z��¬��» Ä��̄ d���Y Ã|��� Ã{�ÁM ��� µÁ|��m �{ % É�Ã�Â��� ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ÉY���] ½Â��»�M ¾��ËY S�YDOXH �º��Ì��À��̄ �Ê��»

©Â��§ cZ���Ô���Y Ä��] Ä��mÂ��e Z��] �|��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� �Ô��̄ Á{ ���ËZ��¼��e Á |��À��À��̄ �Ê��» |��Ì��ËZ��e Y� ���̈ ��� ����§ {� Z��Å�½M ®��qÂ��̄

�Ô��̄ Á{ ¾��Ì��] É�Y{Z��À�� ��» ���ËZ��¼��e |��¿Â����Ê��» kY���z��f���Y +265'$ É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ä��̄ Ê��ËZ��Å�Ê��³���ËÁ º��Ì��ËÂ��́ ��] º��Ì��¿YÂ��e�Ê��»
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Ê��À��v��À��» Z��] ÃY���¼��Å �Ô��̄ Á{ ¹Y���³Â��f�����Ì��Å ¶��°��� �% É�Ã�Â��� 5��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ �Y Á{ Ã�Z��¼��� Ê��³���ËÁ É�Z��»M ���Ë�Â��e ���� ¶��°���
Ä��̄ {Â����Ê��» Ã|��ÅZ�����» ,d��§��Ê��» �Z�����f��¿Y É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����« �Z���Y ���] Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å �|��Å{�Ê��» ���ËZ��¼��¿ Y� Ã|��� ��Y���] µZ��»���¿

�|��À��f�����Å µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{ �Ô��̄ Á{

)�WHVW ½Â��»�M ÉZ��Å S�YDOXH �Y �% É�Ã�Â��� ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ÉÁ� ���] W�WHVW Á )�WHVW Ä��] �Â��]���» S�YDOXH ���Ë{Z��¬��» ���� µÁ|��m
W�WHVW ÉY���] S�YDOXH ®��qÂ��̄ �Z��Ì�����] ���Ë{Z��¬��» ¾��Ì��À��r��¼��Å �|��À��f�����Å cÁZ��̈ ��f��» ÉZ��Å����¿Z��Ë�YÁ ÉY�Y{ �Ô��̄ Á{ Ä��̄ |��Ë{ ½YÂ��e�Ê��»

�d���Y �Ô��̄ Á{ ¾��Ì��] �Y{Z��À�� ��» ���ËZ��¼��e É�Ã|��À��Å{�½Z�����¿
W�WHVW S�YDOXH )�WHVW S�YDOXH Ê��³���ËÁ É�Ã�Z��¼���
�/���e− ��� �/���e− ��� �
�/���e− �� �/���e− ��� �
�/���e− �� �/���e− �� �
�/��e− ��� �/���e− ��� �
�/���e− �� �/���e− �� �
�/��e− �� �/���e− �� �

�/���e− ��� �/���e− �� �
�/���e− �� �/���e− ��� �

�/��� �/���e− �� �

�|��À��À��̄ �Ê��» �Y���«���]

���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ +265'$ Ê��ËY�Z��̄ �����

�Z��̄ Ä��] Z��» É�Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ½Z��³{Y{ �{ ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] cZ��Ì��]{Y �{ Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� ��� ���z��] �{

���Ì��z�����e d��«{ Z��] ÃY���¼��Å Y� ©Â��§ ÉZ��Å��Á� É�Ã|������Y���³ l��ËZ��f��¿ ��� µÁ|��m �|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e ,d���Y Ã|��� Ã{���]

¾��ËY {|��n��» t��Ì���Â��e �Y \��·Z�����» �Y���°��e �Y É���Ì��³Â��̧��m ÉY���] �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ �+265'$� É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� ���f��̄ Y�Z��̄
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5 VWDWH�RI�WKH�DUW �Á� ½YÂ��À��� Ä��] ���Ì��¿ ���� 67'$ �Á� l��ËZ��f��¿ µÁ|��m ¾��ËY �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» ���Ì��Å���a Z��Å��Á�

d��Æ��m ¾��ËY �Y 67'$ Á +265'$ É�Ä�����ËZ��¬��» �d���Y Ã|��� Ã{�ÁM 3��� ���Ì��z�����e �{ É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄

Ã|��� ª��f�����» +2'$ �Y +265'$ ���«YÁ �{ ,¹Á{ ,|��À��f�����Å É�Â�����¿Z��e Á{ ���Å ,º��°��Ë Ä��̄ d���Y d��Ì��¼��ÅY ÉY�Y{

d���Y ¾��ËY 3��� 6SHOOHU �{ ���Ì��́ ��¿Y���]����·Z��q É�Ä��·P�����» ®��Ë ��d���Y +2'$ �Y Ê���Z��y d��·Z��u 67'$ Á� d���Y

¾��Ì��¼��Å Ä��] ,|��¿�Y{ É{���°��̧��¼��� Ä��q Z��Å�½Â��f��� Á ������� 5½|��� ¾���Á� �Y���°��e 5¾��Ì��ËZ��a 5{Y|�� ��e �{ ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å���Á� Ä��̄

�{ ®��Ë���v��e ���Å �5� 5�Y���°��e {Y|�� ��e �Ê��f��«Á ,d��·Z��u Ä��� ÉY�Y Ä��] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ ÉY���] µÁ|��m ¾��ËY �{ ¶��Ì��·{

Z��] ,|��� Ä��f��̈ ��³ Ô��̂��« Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å �d���Y �Ã|��� ��Y���³ ,{Â��� Ä��f��§���³ ������¿ �{ �� Á �� ,� Z��] ���]Y���] 3��� 6SHOOHU

l��ËZ��f��¿ ���Ì��¼��n��e �Y Z��e {Â����Ê��» �Y���°��e cZ�� ��§{ Ä��] ®��Ë���v��e ���Å ,((* �{ 3��� |��¿Y �Z��Ì�����] É�Ä��À��»Y{ Ä��] Ä��mÂ��e

�º��Ì��]Z��Ë d���{ É���f��Æ��] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ Ä��] Z��Å�½M É|��À��]�Ä��¬��̂���

Á {�Y{ É���e���] ���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á� Ê��»Z��¼��e �Y % É�Ã�Â��� ÉY���] Z��Å����f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á�

,|��¿YÂ��y l��ËZ��f��¿ ¾��Ë���f��Æ��] ½YÂ��e�Ê��¼��¿ Y� $ É�Ã�Â��� 5l��ËZ��f��¿ |��À��q���Å �d���Y �� Á � ÉZ��Å�Y���°��e �{ ½M º��Æ��» 5cÂ��« É�Ä�����¬��¿

���Ì��¿ Ã�Â��� Á{ ¾��Ì��] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» c�Â��� Ä��] �d���Y Ä�����ËZ��¬��» ¶��]Z��« Z��Å��Á� ���ËZ��� Z��] Á Ã{Â��] ���f��Æ��] 67'$ �Y ½M l��ËZ��f��¿ Z��»Y

���Ì��z�����e �{ Á������Ì��a �Á� ½YÂ��À��� Ä��] H690 Z��] Ô��»Z��̄ Á {�Y{ É���e���] Z��Å��Á� Ê��»Z��¼��e ���] Z��̂ ��Ë���¬��e +265'$

�d���Y Ä�����ËZ��¬��» ¶��]Z��« 3��� 6SHOOHU ÉZ��Å����f��̄ Y�Z��̄

� Y{Á|��u� d���Y d���Z��� ¾��Ë|��À��q H690 5��Â��»M É�Ä��̧��u���» ½Z��»� Ä��̄ d���Y �¾��ËY d��Ì��¼��ÅY ÉY�Y{ É�Ä��f��°��¿

���Å ÉY���] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Â��� Ä��] +265'$ ��Â��»M É�Ä��̧��u���» Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �Ã�Â��� ���Å ÉY���] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Â��� Ä��] d���Z���

|��À��q���Å �{���̄ Â��n��f�����m É�Â�����¿Z��e cZ��Ì��̧��¼��� Ê��³{Z��� �{ ½YÂ��e�Ê��» Y� ���»Y ¾��ËY ¶��Ì��·{ �{���]�Ê��» ½Z��»� �/�s Z��Æ��À��e Ã�Â���

Ä��̄ |��Ë{ ½YÂ��e�Ê��» Z��Å�½M �{ ���f�����Ì��] d��«{ Z��] Z��»Y |��À������] ������¿ Ä��] Ã|��Ì��r��Ì��a É�Â�����¿Z��e ÉZ��Å��Á� d���Y ¾��°��¼��» Y|��f��]Y �{

�|��À��f�����Ì��¿ Z��Å�Y{���] Á Z��Å����Ë���eZ��» �¾��f���Â��Ì��a º��Å Ä��] Á Ê�����Ë���eZ��» ÉZ��Å�[���� ���m É���Ì��q Z��Å�½M

+2'$�UHJUHVVLRQ Á ()/' Z��] Ä�����ËZ��¬��» �{ +265'$ �{ Ã|��� ¹Z��n��¿Y ��Y{���a����Ì��a Ê��³{Z��� Ä��] Ã�Z���Y

���¿Z��̄ ���§�½Z��»� ¶��Ë|��̂��e �Y ���� �{ ½Y�Z��°��¼��Å Á ���Ë�YÂ��·Z��� º��Ë|��Ë{ Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å �d�����Ì��¿ ¦�����· �Y Ê��·Z��y ���Ì��¿

ÉY�Ä��̧��¼��m|��À��q ¾��Ì��¼��z��e �Y Z��Å�d��̂��i�®��e �Y ®��Ë ���Å �Y �Â�����¿Z��e d��yZ��� ÉY���] ���� �{ ¾��Ì��À��q�º��Å �|��¿Y�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y

Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ �Y Z��» Ä��̄ d���Y Ê��·Z��u �{ ¾��ËY �d���Y ���Ì��³ d��«Á Z��Å�Ã{Y{ {Z��Ë� {Y|�� ��e Ä��] Ä��mÂ��e Z��] Ä��̄ Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y

�º��ËY�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y �|��¿Y�Ã|��� �~��³�½Z��Ì��» ���f��̧��Ì��§ Z��Æ��À��e Ä��̄ �
�&RQFDWHQDWH
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É���e���] �% Á $ É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] ���Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e \�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{� �Y{Â��¼��¿ ���� ¶��°���
�{Â����Ê��» Ã|��Ë{ Ê��À���Á� Ä��] d���Y º��̄ ��Â��»M ÉZ��Å����f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e Ê��f��«Á +265'$

|��Ë{ Á{ ¾��ËY {���°��̧��¼��� É�Ä�����ËZ��¬��» ,d���Y 65'$ É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e +265'$ Ä��̄ �¾��ËY Ä��] Ä��m�Â��e Z��] ½Â��À��̄ Y

ÉZ��Å����f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e Ä�����ËZ��¬��» ¾��ËY ÉY���] �|��Å{�Ê��» Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ���Ì��iZ��e É�Ã�Z��]�{ Ê��]Â��y

d���{ Ä��] Y� ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ Á Ã{Y{ ���Ì��Ì��¤��e ���f��̄ Y�Z��̄ �� Z��e ���f��̄ Y�Z��̄ � �Y Y� ��Â��»M

�{ % Á $ É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] ���Â��»M ���f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e \�����u ���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{� �Y{Â��¼��¿ �º��Ë�ÁM�Ê��»

Ê��À���Á� Ä��] d���Y º��̄ ��Â��»M ÉZ��Å����f��̄ Y�Z��̄ {Y|�� ��e Ê��f��«Á +265'$ É���e���] �d���Y Ã|��� Ã{Y{ ���ËZ��¼��¿ ��� ¶��°���

�{Â����Ê��» Ã|��Ë{
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Ä���Â��]���» ���m���» Ä��̄ d���Y ¾��ËY É�Ä��¿Z�����¿ Ä��̧���Z��§ �Â�����y �d���Y Ã|��� �Y���°��e �Z��] 5 ®��Ë���v��e ���Å Ä��̄ Ê��¿Z��»� % Á $ É�Ã�Â��� Á{ ÉY���] ¦��̧��f��z��» ÉZ��Å��Á� ÉY���] ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ ���� µÁ|��m
�d���Y Ã{���°��¿ ��Y���³ d��¼�����« ½M �{ Y� Ê��n��ËZ��f��¿

SubjectA SubjectB mean 6XEMHFW

5 10 15 5 10 15 5 10 15 5

+265'$ �� �� �� �� �� �� ���� �� ����

H690 >��@ �� �� �� �� �� �� ���� �� ����

&11�� >��@ �� �� �� �� �� �� �� ���� ����

0&11�� >��@ �� �� �� �� �� �� �� �� ����

()/' >��@ �� �� �� �� �� �� ���� ���� ��

67'$ �� �� �� �� �� �� �� ���� ��

6:/'$ >��@ � � � � � � � � ����

+2'$�UHJUHVVLRQ >��@ � � � � � � � � ��

&RPSHWLWLRQ �QG 5DQN >��@ � � � � � � � � ����



�� +265'$ 5É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ �� ¶�����§

�¦��·Y�

�[�

�3��� 6SHOOHU ÉZ��Å�Ã{Y{ +265'$ ÉZ�����§���Ë� �Y �µZ��¿Z��̄ |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��»� µÁY ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� �¦��·Y� ���� ¶��°���
�|��¿Y�Ã|��� ���z�����» ²��¿� c|��� Z��] Z��Å�½M ���Y �Z���Y ���] Z��Å�µZ��¿Z��̄ ����� �{ µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y l��ËZ��f��¿ �[� �% É�Ã�Â��� Ä��] �Â��]���»

+265'$ÉZ�����§���Ë� �{ µZ��¿Z��̄ |�� ��4 ] Z��] ����Z��À��f��» É�Ä��ËZ��a���Ë���eZ��» ���

½M Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ ,É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» ���Å ,{Â����Ê��» Ä��f��̈ ��³ Ã�YÂ��¼��Å Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å

,º��Ì��À��̄ �Ê��» Ä��Ë���n��e Y� Channel × Time × Trial �Â�����¿Z��e ���³Y µZ��j��» ÉY���] �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� �Â�����¿Z��e �Y |�� ��4]

¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À��f�����Å Ã|��¿Â��� �Ä��Ë���n��e µZ��À��́ ��Ì��� �Ê��¿Z��°��» Á Ê��¿Z��»� ÉZ�����»Y ÉÁZ��u sÔ������Y Ä��] ¹Á{ Á µÁY ¶��»Z��� ����Ë���eZ��»

Z��Å�Ã{Y{ Ä��̄ Ê��ËZ�����§���Ë� �Y É���f��Æ��] �{ Ä��̄ |���Z��] |��Ì��̈ ��» |��¿YÂ��e�Ê��» d��Æ��m ¾��Ë�Y ¶��»Z��� ÉZ��Å����Ë���eZ��» ¾��ËY Ê�������] ¶��Ì��·{

�{Y{ |��ÅYÂ��y Z��» Ä��] |��¿Â����Ê��» ���ËÂ�����e ½M ���]

ÉY���] Y� +265'$ ÉZ�����§���Ë� �Y �µZ��¿Z��̄ |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��»� µÁY ¶��»Z��� ����Ë���eZ��» ÉZ��Å�½Â��f��� ¦��·Y��� ¶��°���

Ä��̄ É�Z��̄ -|��À��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y� Z��Å�µZ��¿Z��̄ Ä��] Ê��Å{�½�Á ®��Ë ���«YÁ�{ Z��Å�Ê��§Y���³Â��aÂ��e ¾��ËY �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ % É�Ã�Â���

Á �Ã|��»M ���� �{ Ä��q�½M |��À��¿Z��»� |��À��Å{�Ê��» ¹Z��n��¿Y Ê��eZ��̂ ���Z��v��» Á Ê��¿Z��»� É�Ä��À��Ë���Å ¥���� Z��] µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y ÉZ��Å��Á�

ÉY���] �|��À��À��̄ �Ê��» {Z��n��ËY Y� cZ���Ô���Y ¾��f��§� d���{ �Y µZ��¼��f��uY Ã|��� ¾��Ì��Ì�� ��e ���Ì��a �Y ÉZ��Å{�Á���f��°��·Y ¾��f��§���³ ������¿�{ Z��] Z��Ë

¶��°��� �{ �º��Ì��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y ���� �{ µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y l��ËZ��f��¿ �Y ,Ã|��� ¹Z��n��¿Y Ê��Å{�½�Á �Z��̂��f���Y ½Y���Ì��» Ê�������]
�7LPH DQG VSDFH VLJQDWXUHV
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²��¿� c|��� Z��] Z��Å�½M ���Y �Z���Y ���] Z��Å�µZ��¿Z��̄ Ä��̄ Ã|��� Ã{Y{ ½Z�����¿ ©Â��§ É�Ä��·Z��¬��» �{ µZ��¿Z��̄ [Z��z��f��¿Y l��ËZ��f��¿ [���

�{ ���YZ��] ÉZ��Å�µZ��¿Z��̄ Z��] Ê��]Â��y ª��]Z�����e ¦��·Y��� ¶��°��� ÉZ��Å�Ê��§Y���³Â��aÂ��e Ä��̄ {Â����Ê��» Ã|��ÅZ�����» �|��¿Y�Ã|��� ���z�����»

�|��¿�Y{ [��� ¶��°���

É|��À��]����¼��m ���

3��� VSHOOHU ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e �{ �+265'$� É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��]Z��Ë��Y Ä��] ¶�����§ ¾��ËY �{

Y� ½M ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ Á º��Ë{���̄ d��̂��v��� ½M ÉZ��Å���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y É�ÃÂ��Ì��� Á É�Y|��ËZ��a É�Ã�Z��]�{ �º��Ì��f��yY{���a

ÉY���] +265'$ Ä��̄ º��Ë|��Ë{ �º��Ë{���̄ Ê�������] Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��» �Á� ���] {Â��mÂ��» ÉZ��Å��Á� ���ËZ��� Z��]

Z��] d��]Z��«� ¶��]Z��« �½M l��ËZ��f��¿ ���́ ��Ë{ É�Ã�Â��� ÉY���] Á d���Y{ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ É���f�����Ì��] Z��Å�Ã�Â��� �Y Ê��°��Ë

\��Ì��e���e Ä��] ,®��Ë���v��e ���Å ÉY���] �Y���°��e � Á �� ,�� ÉY�Y Ä��] ,Ã�Â��� Á{ ÉY���] ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Â��� Ä��] �{Â��] ���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á�

�Á� Z��] Y� +265'$ {���°��̧��¼��� ¾��Ì��À��q�º��Å �d���Y Ã|��»M d���{ Ä��] ��/� Á �� ,��/� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{

�{ {���°��̧��¼��� �{ Ê��À���Á� {Â��̂��Æ��] h���Z��] ½{���̄ É�Â�����¿Z��e Ä��̄ |��� ¾���Á� Á º��Ë{���̄ Ä�����ËZ��¬��» �65'$� ½M É�Y{���]

+265'$ ÉZ�����§���Ë� �{ Y� µZ��¿Z��̄ |�� ��4] Z��] ����Z��À��f��» É�Ä��ËZ��a ���Ë���eZ��» ���Ì��¿ ½Z��ËZ��a �{ �|��� |��ÅYÂ��y 666 É�Ä��·P�����»

�d���Y Ä��f��§���³ c�Â��� Ê��]Â��y Ä��] Z��Å�½M d��Ì��¼��ÅY Ä��] Ä��mÂ��e Z��] Z��Å�µZ��¿Z��̄ Ê��Å{�½�Á Ä��̄ º��Ë|��Ë{ Á Ã{���̄ Ê�������]



� ¶�����§

5 �É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ Á d������a�����½Á|��] 5|��À��]�Ä��¬��̂ ���

½M

�Z��f��̈ ��³����Ì��a ���

Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Ä��̧��¼��m ½M �Y Ä��̄ |��À��̄ �Ê��» {Z��n��ËY Y� Ê��ËZ��Å�d��Ë{Á|��v��» 3��� VSHOOHU �{ d������a����Z��] É|��À��]�Ä��¬��̂���

½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ®��Ë ���� �{ �|��À��f�����Å Ã|��À��À��̄ �Ä��f�����y Á ���Ì��³�d��«Á Ä��̄ {���̄ Ã�Z���Y Ê��¿ÓÂ��� ½Â��Ì���Y���̂��Ì��·Z��̄ cZ�����̧��m

�Y �Â�����À��» ���«YÁ �{ �|��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y �(0 �Y Ä��̄ d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» 3��� VSHOOHU �{ Ã{Z��̈ ��f���Y ÉY���] d������a����

��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ Ä��] É�Z��Ì��¿ ,���]�Z��̄ É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] Ã|����Ê��n��Å ¥Á���u Ê��À��Ì��]����Ì��a ÉY���] Ä��̄ d���Y ¾��ËY d������a���� ½Á|��]

���WZ��u �Z��Ì�����] %&, �Y Ã{Z��̈ ��f���Y �{ d��·Â��Æ��� Á ��Â��»M |��À��ËM���§ ¥~��u ����Z��y Ä��] �Á� ¾��ËY �d�����Ì��¿ �Y{�\�����q���]

��� ���z��] �{ ½M �Y ���a �º��Ë�Y{���a�Ê��» d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ¾��ËY t��Ì���Â��e Ä��] ��� ���z��] �{ �d���Y d��Ì��¼��ÅY

\��·Z�����» �{���̄ º��Ì��ÅYÂ��y Ê�������] ������z��] �{ Y� ½M l��ËZ��f��¿ Á Ã{Y{ {Z��Æ��À�����Ì��a Y� ½M É�Ã|��� É�Â�����¿Z��e É|��À��]�µÂ��»���§

�|��¿Y�Ã|��� ��Z��́ ��¿ ���� É�Ä��·Z��¬��» �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] ��� ���z��]

3��� VSHOOHU ÉY���] d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂ ��� ���

�Y Ä��̄ d���Y Ã|��� Ê��§��� ��» 3��� VSHOOHU �{ d������a���� ½Á|��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� ÉY���] Ê���Á� ���� �{

���� �%/5 Z��Ë �%/'$ Ä��]Z�����» �Á� ¾��ËY É�Ä��ËZ��a |��À��]�Ä��¬��̂��� �d���Y Ã{���] Ã���Æ��] ([SHFWDWLRQ 0D[LPL]DWLRQ
�([SHFWDWLRQ 0D[LPL]DWLRQ
�%D\HVLDQ /LQHDU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV
�%D\HVLDQ /LQHDU 5HJUHVVLRQ

��



�� ½M 5 �É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ Á d������a�����½Á|��] 5|��À��]�Ä��¬��̂��� �� ¶�����§

Ê��Æ��]Z�����» ���¿Z��Ë�YÁ Z��] µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{ |�� ��] ®��Ë ���] ½|��� ���ËÂ�����e �Y ���a 3��� |��«Z��§ Á 3��� �Ô��̄ Á{ ���� ¶��°���
����� Z��Å�¹Y���³Â��f�����Ì��Å Ä��] Ã|��� �Y���] Ê���Â��³ ���Ë�Â��e �[� ��Ô��̄ Á{ ¹Y���³Â��f�����Ì��Å �¦��·Y� �|��À��f�����Å

�º��Ë�Y{���a�Ê��» ½M ������f��z��» t��Ì���Â��e Ä��] Y|��f��]Y �{ �d���Y

%/'$ �����

{xm ∈ R�×(D+�),m = � · · · ,M} Ä��̄ d���Y ½Â��Ì������³� É�Ä��·P�����» ®��Ë Ã{Z��� �Â��� Ä��] %/'$ É�Ä��·P�����»

Y� w ∈ R(D+�)×� �Y{���] º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» Á |��À��f�����Å Z��Å�½M ÉZ��Å�\�����q���] {tm,m = �, · · · ,M} Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{

É�Ä��ËY�{ ¾��Ì��»Y�'��� Á d���Y � Z��Å�xm É�Ä��ËY�{ ¾��Ì��»Y�'��� ½M �{ Ä��̄ �ti = xmw Ä��̄ É�Â��� Ä��] º��Ë�ÁM d���{ Ä��]

�º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ Y� ���Ë� ÉZ��Å�����§ d���Y ¹�Ó %/'$ ¦��Ë��� ��e ÉY���] ½Â��À��̄ Y �d���Y ½Â��Ì������³� �Z��ËZ��] µ{Z�� ��» w

p(tm = �) = γ

p(tm = −�) = �− γ

p(w) = N (�,α−�I)

p(xm|tm,w) = N (xmw|tm,β−�)

����§ ,{Â����Ê��» Ã|��ÅZ�����» Ä��̄ �Â����½Z��¼��Å �d���Y xm É�Ä��¿Â��¼��¿ �{ 3��� �Â�����u µZ��¼��f��uY p(tm = �) ½M �{ Ä��̄

���¿Z��Ë�YÁ Z��] µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{ |�� ��] ®��Ë ���] ½|��� ���ËÂ�����e �Y ���a 3��� |��«Z��§ Á 3��� �Ô��̄ Á{ Ä��̄ d���Y Ã|���

¶��]Z��« É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����« Z��] |�� ��4] ®��Ë ���] Z��Å�Ã{Y{ ���ËÂ�����e ���Ë�Â��e ½{Â��] µZ��»���¿ ����� ¶��°���� |��À��f�����Å Ê��Æ��]Z�����»

�Z���Y ���] Ä��̄ d���Y Ê��§{Z�����e ���Ì��¤��f��» É{Z��Ë� {Y|�� ��e Ê�����y \��Ì��̄ ���e ���«YÁ �{ |�� ��4] ®��Ë ���] Z��Å�Ã{Y{ ���ËÂ�����e �d���Y Ä��Ì��mÂ��e

�{�Y{ µZ��»���¿ ���Ë�Â��e É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����«

�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] Y� w ¾��Ì�����a µZ��¼��f��uY ½Â��À��̄ Y

p(w|β,α,X, t) =
p(w)p(X|t,w)∫
p(w)p(X|t,w)dw

�����



�� ½M 5 �É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ Á d������a�����½Á|��] 5|��À��]�Ä��¬��̂��� �� ¶�����§

ÓZ��] ¾��Ì�����a µZ��¼��f��uY Ä��̄ {Y{ ½Z�����¿ ½YÂ��e�Ê��» �{�Y{ {Â��y �{ Y� ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ É�Ä��¼��Å X ∈ RM×D ½M �{ Ä��̄

�d���Y ���Ë� ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Z��] µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{

m = (XTX +
α

β
I)−�XT t �����

c�Â��� Ä��] Â��³����Ì��a ���Ë�Â��e ,º��Ì��¿���] ¾��Ì��¼��z��e Y� ½M \�����q���] º��Ì��ÅYÂ��y�Ê��» Ä��̄ |���Z��] |��Ë|��m É�Ã{Y{ ®��Ë x ���³Y ½Â��À��̄ Y

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë�

p(t̂|β,α,x,X, t) =

∫
p(t̂|β,x,w)p(w|β,α,X, t)dw �����

¾��Ì��¼��z��e º��Ì��¿YÂ��e�Ê��» 0D[LPXP OLNHOLKRRG �Á� Z��] ¾��ËY���]Z��À��] �d���Y xm ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Z��] µZ��»���¿ ���Ë�Â��e ÉY�Y{ Ä��̄

�º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ ���Ë� c�Â��� Ä��] Y� w

w = (XTX +
α

β
I)−�XT t �����

d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂ ��� �����

�d���Y ���f��̄ Y�Z��̄ 1 ½{���̄ Ê��n��Å Ä��] �Â��]���» Ä��̄ d���Y d���{ �{ 3��� VSHOOHU ®��Ë ÉZ��Å�Ã{Y{ |��Ì��À��̄ ����§

�Z��] Rn Z��Å�½Â��f��� Á ������� �Y ®��Ë���Å ¹YQ ���f��̄ Y�Z��̄ ÉY���] �d���Y ½Â��f��� . Á ������� . ÉY�Y{ 3��� VSHOOHU ���Ë���eZ��»

Z��Ë �ω = �� ������� 5¹Y U �Y���°��e ½Z��»� �{ d���Y Q ���f��̄ Y�Z��̄ Ä��] �Â��]���» ((* µZ��À��́ ��Ì��� xω
n,r,k �|��¿Â����Ê��» ¾���Á�

d���Y ¾��ËY Ê��À�� ��» Ä��] |���Z��] � ���]Y���] ���³Y Ä��̄ d���Y xω
n,r,k \�����q���] tωn,r,k \��Ì��e���e ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d���Y N �ω = ��½Â��f���

©Â��§ ½Â��f��� Z��Ë ������� d���Y ¾��ËY Ê��À�� ��» Ä��] |���Z��] �� ���]Y���] ���³Y Á d���Y Ã{Â��] 3��� ÉY�Y{ ©Â��§ ½Â��f��� Z��Ë ������� Ä��̄

�d���Y 3��� |��«Z��§

3��� ÉÁZ��u Ä��̄ {�Y{ {Â��mÁ ½Â��f��� ®��Ë Á ������� ®��Ë ���f��̄ Y�Z��̄ ���Å ÉY���] Ä��̄ {Â����Ê��» ����§ º��ËY{Y�Z��a ¾��ËY �{

ÉY���]� {���Ì��³�Ê��» . Z��e � ¾��Ì��] É�Y|��¬��» ���f��»Y�Z��a ¾��ËY �º��Ì��Å{�Ê��» ½Z�����¿ zωn ���f��»Y�Z��a Z��] Y� �½Â��f��� Z��Ë� ������� ¾��ËY -d���Y

Á z�� = � ,|���Z��] % Ã|����Ê��n��Å ���f��̄ Y�Z��̄ ¾��Ì��·ÁY Á |���Z��] ����� ���z��] Ä��]Z�����» 3��� VSHOOHU ���Ë���eZ��» ���³Y µZ��j��»
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�d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y Y� ���Ë� ÉZ��Å�����§ ½Â��À��̄ Y ���z�� = �

p(w) = N (�,α−�I) �����

p(zωn = k) =
�
K

�����

p(tωn,r,k = �|zωn ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

�, zωn = k.

�, zωn ̸= k
�����

p(tωn,r,k = −�|zωn ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

�, zωn = k.

�, zωn ̸= k
�����

p(xω
n,r,k|tωn,r,k,w) = N (xω

n,r,kw|tωn,r,k,β−�) �����

�º��Ë�Y{ ���f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂��� �1 Ä��̄ º��Ì��À��̄ �Ê��» ����§ Á º��Ì��À��̄ �Ê��» ������¿ ¥���� ω ���ËÂ��¿ÓZ��] �Y ���a ¾��Ë�Y

�Ä��·P�����» ½Â��À��̄ Y �|��À��f�����Å Z��Å����f��̄ Y�Z��̄ �ÉZ��Å�½Â��f��� Z��Ë� ÉZ��Å������� Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�Ã{Y{ ���«YÁ �{ Z��Å���f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂���

���f��»Y�Z��a ®��Ë Ä��·P�����» ¾��Ì��À��q�º��Å ��X� º��ËY�Ã{���̄ Ã|��ÅZ�����» Y� Ê��ËZ��Å�Ã{Y{ Ä��̄ Ê��¿Z��»� d���Y {w,β} ÉZ��Å���f��»Y�Z��a ¾��f��§Z��Ë

�º��Ì��À��̄ ¶��u Y� ���Ë� É�Ä��·P�����» |��ËZ��] (0 �{ �{Â����Ê��» ¶��u (0 �Y Ã{Z��̈ ��f���Y Z��] Ä��·P�����» ¾��ËY ��zn� {�Y{ Ê��̈ ��z��»

wm,βm = argmax
w,β

∑

z

p(z|X,wp,βp)logp(X, z|w,β) + logp(w|α) ������

Ä��] w É�Z����Á��Ä��] É�Ä�����]Y� �|��À��ËM�Ê��» d���{ Ä��] ÓZ��] É�Ä�����]Y� �Y É���Ì��³�ª��f�����» É�Ä��̧��Ì���Á Ä��] β Á w É�Ä��À��Ì��Æ��] ���Ë{Z��¬��»

�d���Y ���Ë� c�Â���

wm =
∑

z

p(z|X,wp)(X
TX)−�XT T̃ (z) ������

É�Ä�����]Y� �º��Ì��¿Y|��] Y� z Ä��̄ Ê������� Ä��] d���Y X ÉZ��Å�®��Ë���v��e Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�\�����q���] �Y{���] T̃ (z) ½M �{ Ä��̄

�{Â��] |��ÅYÂ��y c�Â��� Ä��] α Á β É�Z����Á��Ä��]

β−� =

〈
∑

z

p(zn|Xn,wp,βp)(xn,r,kw − t̃n,r,k)
�
〉

n,r,k

������

α =
D

wwT
������

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] |��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e ÓZ��] �{ Ä��̄ ,d������a���� ½Á|��] É|��À��]�Ä��¬��̂��� º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¶��uY���» ¾��ËY���]Z��À��]

α Á β ,w ÉZ��Å���f��»Y�Z��a É�Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» ��
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zn = �,K Á n = �, · · · ,�N ÉY�Y Ä��] p(zn|Xn,w,β) É�Ä��̂���Z��v��» ��

����� Z��e ���� ���]YÁ� �Y Z��Å���f��»Y�Z��a Ê��¿Z�����Á� Ä��] ��

�� É�Ä��̧��u���» Ä��] d�����³�Z��] c�Â��� ¾��ËY ���Ì��£ �{ �½Z��ËZ��a ,d���Y Ã|��� Y���́ ��¼��Å º��f��Ë�Â��́ ��·Y ���³Y ��

¾��ËY Ä��À��Ì��Æ��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ¾��f��§Z��Ë ÉY���] ,d���Y É�Z��Ì�����] Ê��̧��v��» ÉZ��Å�º��»���f�����̄ Y ÉY�Y{ OLNHOLKRRG ���]Z��e Ä��̄ Z��m�½M �Y

Á w Z��] Ê��°��Ë� {Â����Ê��» Ã{Y{ ��Â��»M |��À��]�Ä��¬��̂��� Á{ w É�Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» ���Å ÉY�Y Ä��] �d���Y Ã|��� {Z��Æ��À�����Ì��a �Á�

��Â��»M |��À��ËM���§ �{Â��] |��ÅYÂ��y |��À��]�Ä��¬��̂��� �� ���«YÁ �{ Ä��̄ � Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» �� ÉY�Y Ä��] ½Â��À��̄ Y ��−w Z��] É���́ ��Ë{

Y� OLNHOLKRRG �Y|��¬��» É���f�����Ì��] Z��] 5|��À��]�Ä��¬��̂��� ,|��À��]�Ä��¬��̂��� �� ¾��ËY ½Z��Ì��» �Y �º��Ì��Å{�Ê��» ¹Z��n��¿Y Y� d������a���� ½Á|��]

ÉY���] �d���Y{ º��Ì��ÅYÂ��y |��À��]�Ä��¬��̂��� �� d��ËZ��Æ��¿ �{ ¾��ËY���]Z��À��] �º��Ì��À��̄ �Ê��» �Y���°��e �Z��] �� Y� ©Â��§ |��À��ËM���§ �º��Ì��À��̄ �Ê��» [Z��z��f��¿Y

�º��Ì��À��̄ �Ê��» ��Y���³ Y� |��À��]�Ä��¬��̂��� �� ¾��ËY 5���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e d��«{ �Z��Ì�� ��»�¥Y���v��¿Y Á ¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» ,�Á� {���°��̧��¼��� ��Y���³

É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ ���

��Xn� º��Ë{Y{ �Y���« ���Ë���eZ��» ®��Ë �{ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂��� ���Å ÉZ��Å�Ã{Y{ ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] ¶��̂��« ���z��] �{

,º��Ì��À��Ì��r��] Time× Channel × Trial {Z�� ��]Y Z��] �Â�����¿Z��e ®��Ë �{ Y� ���f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂��� ���Å Ä��] �Â��]���» ÉZ��Å�Y���°��e ���³Y ½Â��À��̄ Y

�º��Ì���Z��] Ä��f���Y{ Ê��e�Z��̂��� Ä��] �º��Ë�ÁM d���{ Ä��] Ê��³���ËÁ ÉZ�����§���Ë� ÉY���] Ä��ËZ��a �Y{���] Á{ º��Ì��¿YÂ��e�Ê��»

p(w�) = N (�,α−�
� I) ������

p(w�) = N (�,α−�
� I) ������

p(Xn|tn,w�,w�) = N (yn|tn,β−�I) ������

�|��À��f�����Å ¹YQ ���f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂��� Z��] ����Z��À��f��» ÉZ��Å�\�����q���] �Y{���] Á É|�� ��] Ä��� �Â�����¿Z��e \��Ì��e���e Ä��] tn Á Xn ½M �{ Ä��̄

�¾��Ì��À��r��¼��Å

Xn ∈ RI�×I�×KRn , w� ∈ R�×I� , w� ∈ R�×I� ������

Yn = Xn ×� w� ×� w� = !Xn;w�,w�" ∈ R�×�×KRn ������

yn = Yn(�) ∈ RKRn×� ������
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d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ � º��f��Ë�Â��́ ��·Y

,QSXW� Xn, n = 1, · · · , 2N
2XWSXW� WKH QXPEHU RI WKH URZ DQG FROXPQV FRQWDLQLQJ 3����

�� ,QLWLDOL]DWLRQ IRU θp = {w1,w2,βp,α1,α2}
�� ZKLOH QRW FRQYHUJHQW GR ◃ FRQYHUJHQFH RI PDLQ DOJRULWKP
�� ZKLOH QRW FRQYHUJHQW GR ◃ FRQYHUJHQFH RI WHQVRU DOJRULWKP
�� IRU m = 1, 2 GR
�� VXEVWLWXWH wm DQG αm DQG LQ θp ZLWK QHZ XSGDWHG RQHV� ◃ IURP �QG LWHUDWLRQ
�� FRPSXWH p(zn|Xn, θp)� n = 1, · · · , 2N DQG zn = 1, · · · ,K
�� XSGDWH wm DQG αm�
�� XSGDWH βm�
�� HQG IRU
��� HQG ZKLOH
��� HQG ZKLOH
��� FRPSXWH p(zn|Xn, θp)� n = 1, · · · , 2N DQG zn = 1, · · · ,K
��� IRU HDFK Q� PDUN WKH URZ �FROXPQ� ZLWK KLJKHVW SUREDELOLW\ DV WKH RQH FRQWDLQLQJ 3����

�c�Â��� ¾��ËY �{ �|��À��f�����Å d��̂��i�®��e ���Å Ê��¿Z��»� ÉZ��Å�Ä��¿Â��¼��¿ Á Z��Å�µZ��¿Z��̄ {Y|�� ��e \��Ì��e���e Ä��] I� Á I� ½M �{ Ä��̄

p(zn|Xn, θp) =
N (yn |̃tn(zn),β−�I)

∑
zn

N (yn|t̃n(zn),β−�I)
������

���� É�Ä�����]Y� Z��] Ä��]Z�����» É�Z����Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä��·P�����» �d���Y w�p
Á βp , w�p

ÉZ��Å���f��»Y�Z��a É�Ä���Â��¼��n��» θp ½M �{ Ä��̄

�{Â����Ê��» Ä��f���Â��¿ ���Ë� ���]Z��e É�Z����Ä��À��Ì�����Ì��] c�Â��� Ä��]

J(w�,w�,β) =
∑

z

p(z|X , θp)logp(X , z|θ) + logp(w�|α�) + logp(w�|α�) ������

�d���Â��¿ ½YÂ��e�Ê��» �d���Z��Å����f��̄ Y�Z��̄ �Ä��̂��� ¶��̄ É|�� ��] Ä��� �Â�����¿Z��e X ½M �{ Ä��̄

J(w�,w�,β) =
�N∑

n=�

K∑

zn=�
p(zn|Xn, θp)logp(Xn |̃tn(zn), θ)

+
�N∑

n=�

K∑

zn=�
p(zn|Xn, θp)logp(zn)

+ logp(w�|α�) + logp(w�|α�)

������

Ä��̄ Ê��Æ��]Z�����e ¶��Ì��·{ Ä��] ,ÓZ��] É�Ä�����]Y� É���Ì��³�ª��f�����» ª��Ë���� �Y Z��Å����f��»Y�Z��a Ê��¿Z�����Á� Ä��] ���]YÁ� ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���]

�|��ËM�Ê��» d���{ Ä��] d���Y����� c�Â��� Ä��] β 5Ê��¿Z�����Á��Ä��] É�Ä�����]Y� ,{�Y{ {Â��mÁ ���� É�Ä�����]Y� Z��]

β−� =
�

�NRnK

�N∑

n=�

K∑

zn=�
p(zn|Xn, θp)||yn − t̃(zn)||� ������

w� Ä��] d��̂�����¿ ���� É�Ä�����]Y� µÁY 5¹���5e �Y d���Y ¹�Ó w� Ê��¿Z�����Á� Ä��] É�Ä�����]Y� ½{�ÁM d���{ Ä��] ÉY���]
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�º��Ë���Ì��́ ��] ª��f�����»
d

dw�
logp(Xn|t̃n(zn),w�,w�,β) =

d

dw�
(−β� ||Y n(�) − t̃(zn)

T ||�)

=− β(Y n(�) − t̃(zn)
T )

dY n(�)
dw�

=− β(w�H
(−�)
n(�) − t̃(zn)

T )((w� ⊗ IK)XT
n(�))

������

�(w� ⊗ IK)⊗XT
n(�) = H(−�)T

n(�) Ä��̄ |��Ë{ ½YÂ��e�Ê��» ¾��Ì��À��q�º��Å �H(−�)
n = Xn ×� w� ∈ RI�×�×KRn ½M �{ Ä��̄

�{Â��] |��ÅYÂ��y ���Ë� c�Â��� Ä��] w� Ê��¿Z������Á� Ä��] É�Ä�����]Y� ¾��ËY���]Z��À��]

w� =
∑

n

∑

zn

(p(zn|Xn, θp)t̃(zn)
TH(−�)T

n(�) )(H(−�)
n(�)H

(−�)T
n(�) )−� ������

�º��Ë�Y{ w� ÉY���] Ä��]Z�����» ª��Ë���� Ä��]

w� =
∑

n

∑

zn

(p(zn|Xn, θp)t̃(zn)
TH(−�)T

n(�) )(H(−�)
n(�)H

(−�)T
n(�) )−� ������

d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� É�Â�����¿Z��e ¹���4§ |��̄ �Ä��̂��� � º��f��Ë�Â��́ ��·Y �H(−�)
n = Xn ×� w� ∈ R�×I�×KRn ½M �{ Ä��̄

�Á� �Ä��] ���Ì��¿ β ���f��»Y�Z��a �� ������� É�Ä��¬��̧��u �{� |��4» ���Å ÉY�Y Ä��] º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY �{ Ä��̄ |��Ì��À��̄ d��«{ �|��Å{�Ê��» ½Z�����¿ Y�

Ä��̄ |��� Ã|��Ë{ ¶��¼��� �{ �|���Z��] ½Z�����°��Ë �Â�����¿Z��e 5|��4» Á{ ���Å ÉY���] |��ËZ��] ���f��»Y�Z��a ¾��ËY º��Ì��¿Y{�Ê��» Ä��̄ Ê��·Z��u �{ �{Â����Ê��»

,{Y{ ¹Z��n��¿Y � ������� É�Ä��¬��̧��u �Y k�Z��y Y� β Ê��¿Z�����Á� Ä��] ½YÂ��e�Ê��» |��À��q���Å �d���Y �Y���«���] β� = β� Ê��ËY���́ ��¼��Å �Y ���a

Z��] �|��À��̄ �Ê��» ®��¼��̄ cZ��̂���Z��v��» d��«{ Ä��] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e É�Ä��ËZ��a ÉZ��Å����Ë���eZ��» Z��] ÃY���¼��Å ½M Ê��¿Z�����Á� Ä��] Z��»Y

Ä��̄ Y���q -{���Ì��́ ��] Ê�����Ì��a É�Y{���] ¹���§ �Y |��ËZ��̂ ��¿ É�Z����Ä��Ì��̂��� l��ËZ��f��¿ Ä��̄ {� �|��u ½YÂ��e�Ê��» |��̄ �Ä��̂��� ¾��ËY Ä��] Ê��ÅZ��́ ��¿

½M ¶��yY{ ���́ ��Ë{ É�Ä��¬��̧��u ®��Ë ½|��� Ä��§Z���Y Á �� ������� É�Ä��¬��̧��u� d���Y É�Y���°��e c�Â��� Ä��] Ê��̧���Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y {Â��y

�{���̄ |��ÅYÂ��y ¶��°�����» �Z��q{ Y� Ä��À��Ì��Æ��] É�Ä�����¬��¿ Ä��] Ê��ËY���́ ��¼��Å

É�Z����Ä��Ì��̂ ��� ���

���z��] �{ Ã|��� Ê��§��� ��» |��À��]�Ä��¬��̂��� Z��] d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� É�Â�����¿Z��e ¹���4§ Ê��ËY�Z��̄ É�Ä�����ËZ��¬��» ÉY���]

Ã{Y{�Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY ����� º��ËY�Ã{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y %&, &RPSHWLWLRQ ,,�'DWDVHW ,,E ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��» �Y ,�����

�Y ������ ���z��] �{ Ã|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e� %&, &RPSHWLWLRQ ,,,�'DWDVHW ,, ÉZ��Å�Ã{Y{ Z��] Ä��]Z�����» Ê��̧��°��eÁ���a Z��]

�{ ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] ¥���u �� Á ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] ¥���u �� ÉZ��Å�Ã{Y{ Á d���Y �Ã|��� d��̂��i Ã�Â��� ®��Ë

½Z��³{Y{ ¾��ËY Z��] �Z��̄ Ä��̄ d���Y ¾��ËY Z��m�¾��ËY �{ Ê��]Z��Ë��Y ÉY���] Ã{Y{�Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY [Z��z��f��¿Y ¶��Ì��·{ �{�Y{ �Y���« ����f���{

Z��Å�½M �{ 3��� Á ���e�º��̄ Z��Å�Ã{Y{ ���ËÂ��¿ d���Y ¾��ËY �Ã{Z��� �Y �Â�����À��» �|��À��f�����Å ���e�Ã{Z��� ¹Â��� É�Ä��¬��]Z�����» ÉZ��Å�Ã{Y{ d��̂�����¿
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��� d��«{ Ä��] Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY �{ 3��� VSHOOHU É|��À��]�Ä��¬��̂��� �{ {Â��mÂ��» ÉZ��Å��Á� Ê��»Z��¼��e Z��̂ ��Ë���¬��e Á d���Y ���e{Â��Æ�����»

¶��Ì��·{ ��{�Y{ |����{ ��� d��«{ Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY ÉY���] ���Ì��¿ ,+265'$ ,Z��» É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á�� |��À��]Z��Ë�Ê��» d���{ |����{

d��«{ ,����y���]���Ì��£ ��Y{���a �{ ,Ã{Y{ Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY ÉY���] ������ ���z��] �Á�� ���� �{ Ä��̄ d���Y ¾��ËY ���́ ��Ë{

Z��] º��Å Z��»� d���Y Ã|��� ��Y���³ ½Â��»�M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉY���] ���̈ ��� �Z��Ì�� ��» ¥Y���v��¿Y Z��] |����{ ��� ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e

¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] ��º��Ë{�ÁM d���{ Ä��] Z��Å�Ã{Y{�Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY ÉY���] Y� Ê��Æ��]Z�����» É�Ä��n��Ì��f��¿ º��Ë{Y{ ¹Z��n��¿Y Ä��̄ Ê��Ë�Z����Ä��Ì��̂���

¾��ËY �{ Ê��¼��f��Ë�Â��́ ��·Y ���³Y Ä��̄ Y���q ,d���Y \���Z��À��»�Z��Ì�����] Ê��¼��f��Ë�Â��́ ��·Y ���Å Ê��ËY�Z��̄ É�Ä��Ì��·ÁY ÉZ��Å�Ê�������] ÉY���] Z��Å�Ã{Y{ ¾��ËY

�{���̄ Ê�������] É|��m c�Â��� Ä��] |��ËZ��] Y� ½M Ê��ËY���q ,|���Z��] ª��§Â��»Z��¿ |����{ ��� d��«{ ½{�ÁM �d���{ Ä��] �{ Z��Å�Ã{Y{

�d���Y ���Ë� ¶��uY���» c�Â��� Ä��] Ã|��� ¹Z��n��¿Y ��Y{���a����Ì��a

��&$5 ���f��̧��Ì��§ µZ��¼���Y ��

����e���Å �� Z��e �/� |��¿Z��] �{ �~��³�½Z��Ì��» ���f��̧��Ì��§ ��

�®��Ë 5���¿Z��Ë�YÁ Á ���̈ ��� 5¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» Ä��] µZ��¿Z��̄ ���Å ½{���̄ Ã���Ì��·Z��»���¿ ��

Ê��¿Z��»� É�Ä��¿Â��¼��¿ �� d��̂��i�®��e ���Å ÉY���] Ä��̄ É�Â��� Ä��] É�Y{���]�Ä��¿Â��¼��¿ w���¿ ���ÅZ��̄ Á Z��Å�d��̂��i�®��e É�Z���Y|��m ��

�|��¿Z��¼��]�Ê��«Z��]

Ã{Z��̈ ��f���Y ���f��Æ��] ½Z��°��» Á ½Z��»� cZ���Ô���Y �Y |��¿YÂ��f��] |��ËZ��� ���� 5�Á� ½{���̄ É�Â�����¿Z��e d��§��Ê��» ������¿ Ä��] Y|��f��]Y

Ä��] Y� ���f��̄ Y�Z��̄ �� ,½Â��»�M 5���f��̄ Y�Z��̄ �� �Y d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� É�Â�����¿Z��e ¹���4§ Z��Å�É�Z����Ä��Ì��̂��� �{ �|��À��̄

d��«{ Ã{Y{ Ä���Â��¼��n��» �¾��ËY ÉY���] Z��»Y ,|�����Ê��¼��¿ ������¿ Ä��] |��] ½Y|��À��q Ä��n��Ì��f��¿ ¾��ËY |��À��q����Å �|��À��̄ �Ê��» Ê��À��Ì��]����Ì��a Ê��f����{

Ä��] ÃÁ���³���Å �{ ,º��Ë�Y{ Ä��ËZ��a �Y{���] Á{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��z�����¿ �{ Ä��̄ Z��m�½M �Y Ä��̄ �¾��ËY µÁY �d���Y ������¿ {�Â��» |����{ ���

Ä��·P�����» ¾��ËY �º��Ë{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y Ê��ËZ��e �� ÃÁ���³ �� �Y Z��» Z��Å�É�Z����Ä��Ì��̂��� �{ �º��Ë�Y{ �Z��Ì��¿ |��À��]�Ä��¬��̂��� É���f�����Ì��] {Y|�� ��e

�Á� �{ �|��Å{�Ê��» ���ËY���§Y É{Z��Ë� c�Â��� Ä��] Y� Ä��»Z��¿���] ÉY���mY ½Z��»� Ã|��� Ä��§Z���Y �Y���°��e ÉZ��Å�Ä��¬��̧��u Z��] ÃY���¼��Å

� �������� Ê��̧���Y É�Ä��¬��̧��u �Y���°��e �Z��] ���Å �{ Ä��̄ �|��̄ �Ä��̂��� �Y � �������� Ê��À��Ë���́ ��ËZ��m �Á� Z��] É�Y���°��e É�Ä��¬��̧��u ,É�Â�����¿Z��e�

�Á�� d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� Ê��̧��̄ c�Â��� Ä��] �d���Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y ±����] ¦�� ��� Ä�����¬��¿ ,{�Y{ {Â��mÁ �|��̄ �Ä��̂��� �Y

�Y � ������� É�Ä��¬��̧��u ¾��ËY �{ Ê��f��«Á ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �d���Y �Z�����u �Z��Ì�����] Ä��Ì��·ÁY Ê��Å{�Y|��¬��» Ä��] d��̂�����¿ �É�Y{���]

Ä��̂���Z��v��» |��¿Y�Ã|�����¿ Y���́ ��¼��Å �Â��À��Å Ä��̄ ÉY�Ä��ËZ��a ÉZ��Å�Y{���] ����§ Ä��] p(zn|Xn, θp) µZ��¼��f��uY �Y���°��e �Z��]���Å �{ |��̄ �Ä��̂���
�2IIOLQH
�&RPPRQ $YHUDJH 5HIHUHQFH



��� ½M 5 �É�Â�����¿Z��e 5É{Z��Æ��À�����Ì��a 5¹���4§ Á d������a�����½Á|��] 5|��À��]�Ä��¬��̂��� �� ¶�����§

�{�Y~��³�Ê��» ���Ì��iZ��e º��f��Ë�Â��́ ��·Y {���°��̧��¼��� ���] c|��� Ä��] ,{Â����Ê��»

|��À��]�Ä��¬��̂��� º��f��Ë�Â��́ ��·Y �|��� �Â�����f��» ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ¶��Ì��·{ Ä��] d��Ì��̈ ��Ì��̄ ���ÅZ��̄ ÉY���] ½YÂ��e�Ê��» ���Ì��¿ É���́ ��Ë{ ¶��Ì��·{

Ê��§Z��̄ {Y|�� ��e Ä��] ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �|��À��À��̄ �Ê��» �Z��̄ É�Z��»M |��ÅYÂ��� �Z���Y ���] �%/'$ �Â��� ¾��Ì��¼��Å Á� d������a���� ½Á|��]

º��Ì��ÅYÂ��y Y� ����§ ¾��ËY � ������� É�Ä��¬��̧��u �Y �Y���°��e �Z��]���Å �{ �º��f��Ë�Â��́ ��·Y ¾��ËY É�Â�����¿Z��e É�Ä��z�����¿ �{ �|��¿�Y{ �Z��Ì��¿ Ä��¿Â��¼��¿

�d���Y{

p(H(−m)
n |tn,wm) = N (hn|tn,β−�I) ������

Im Á d���Y É|�� ��4] Im É�Ã{Y{ KRn ���«YÁ�{ H(−m)
n Ä��̄ �¾��ËY Ä��] Ä��mÂ��e Z��] �hn = (H(−m)

n ×m wp)(�) ½M �{ Ä��̄

,µÁY |�� ��] ÉY���] µZ��j��» ÉY���] �{Â����Ê��» µ���·���e �Z��q{ ÓZ��] ½{Â��] µZ��»���¿ ����§ ,d�����Ì��¿ É�Z��»M �Z��v��· �Y �Ê��§Z��̄ � {Y|�� ��e

�|��ËM�Ê��» �Z��¼��� Ä��] Ê��¼��̄ Z�� ��«YÁ {Y|�� ��e É�Z��»M ÃZ��³|��Ë{ �Y Ä��̄ I� = ��

É|��À��]����¼��m ���

É�Â�����¿Z��e É|��À��]�µÂ��»���§ Á º��Ë{���̄ Ê�������] Y� 3��� VSOHOOHU ÉY���] d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ¶�����§ ¾��ËY �{

5É�Z����Ä��Ì��̂��� cZ��Ì��]���n��e �Z���Y ���] �d���Y ���e�¦��Ì�� ��� É�Â�����¿Z��e É�Ä��z�����¿ {���°��̧��¼��� Ä��̄ º��Ë|��Ë{ �º��Ë{���̄ �Ê��§��� ��» Y� ½M

ÉY���] Ê��eZ��v��Ì���Â��e ,Ã|��¿�Z��́ ��¿ ÉY���] %/'$ É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e É�Ä��]���n��e Á d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� 5É�Â�����¿Z��e 5¹���4§

�{Â����Ê��» �s������» Ä��À��Ì��»� ¾��ËY �{ É|��À��]����¼��m ÉY���] ���Ë� Ê��̧��̄ É�Ã�Y���³ Á{ Ä��̄ |��� Ã{Y{ ¦�� ��� ¾��ËY ¶��ËÓ{

�|��À��̄ �Ê��¼��¿ {Z��n��ËY Z��Å�½M {���°��̧��¼��� �{ É{Â��̂��Æ��] ,|��À��f�����Å É�Y���°��e ½Z���{Â��y Ä��̄ Ê��ËZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ��

h���Z��] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e É�Ä��ËZ��a �ÉZ��Å����Ë���eZ��» Z��Ë� ÉZ��Å�Y{���] ¾��Ì��¼��z��e Ä��] �Â��]���» É�Y���°��e É�Ä��¬��̧��u Ä��̄ Y���q

�{Â����Ê��» º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Y|��ËZ��aZ��¿

Ä��] ½{���̄ �É�Â�����¿Z��e �%/'$ Á d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� |��À��¿Z��¼��Å� |��¿�Y{ É�Z��»M ÉZ��À��̂��» Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� �{ ��

������¿�{ �½M µZ��j��»Y Á� É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����« É�Ä������YÁ Ä��] Ä��̄ Ê��ËZ��Å�����§ É�Y���«���] ½{���̄ µ���·���f��» ¶��Ì��·{

�{Â����Ê��» {���°��̧��¼��� ½|��� ���e|��] h���Z��] ÓZ��¼��f��uY {Â����Ê��» Ä��f��§���³
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É���Ì��³�Ä��n��Ì��f��¿ Á É|��À��]����¼��m ���

d���Y Ä��f��§���³ �Y���« µZ��̂��¬��f���Y {�Â��» �Z��Ì�����] ((* µZ��À��́ ��Ì��� ��Y{���a �{ Z��Å�Â�����¿Z��e �Y Ã{Z��̈ ��f���Y ���Ì��yY ÉZ��Å�µZ��� �{

Ã{Z��̈ ��f���Y {�Â��» Ã{���f�����³ c�Â��� Ä��] (53 ÉÁZ��u ½Z��³{Y{ É��Ä�� ��·Z�����» ÉY���] &3 Á 7XFNHU 5É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e Á{ Á

((* µZ��À��́ ��Ì��� ��Y{���a �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ ÉÁ� Ã|��� ¹Z��n��¿Y cZ�� ��·Z�����» �|��¿Y�Ä��f��§���³ �Y���«

���]Z��À��» É�Z���Y|��m ÉY���] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e �Y µÁY ÃÁ���³ �{���̄ º��Ì�����¬��e Ê��̧��̄ É�Ä��f���{ Á{ Ä��] ½YÂ��e�Ê��» Y� (53 ÉÁZ��u

¥|��Å Ä��] ,Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ ÉY���] Y� É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ¹Á{ ÃÁ���³ Á |��À��À��̄ �Ê��» Ã{Z��̈ ��f���Y (53 ÉÂ��́ ��·Y kY���z��f���Y Á

�|��¿Y�Ä��f�����] �Z��̄ Ä��] ,É|��À��]�Ä��¬��̂��� Z��Ë Á �Ô��̄ Á{ É���Ë~��a����ËZ��¼��e Ê�������]

É�Ä�� ��·Z�����» �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� �Y Ã{Z��̈ ��f���Y �{ {Â��mÂ��» cZ��Ì��]{Y Ê�������] Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ¾��ËY ¥|��Å

Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a ���Ì��z�����e ÉY���] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��À��̂��» ���] |��Ë|��m �Á� ®��Ë É�Ä��WY�Y Á (53 ÉZ��Å�Ã{Y{

�|���Z��] Ä��f���Y{ Y� d��]Z��«� Ê��ËZ��¿YÂ��e ���́ ��Ë{ ÉZ��Å��Á� Z��] ½M Ê��]Z��Ë��Y l��ËZ��f��¿ Ä��̄ É�Â��� Ä��] ,d���Y Ã{Â��] {Y|��y�

�{ �º��Ë{���̄ Ê��§��� ��» Y� ���ÅÁ���a Z��] ���̂��e���» É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a ���Ì��¿ Á Ä��Ì��·ÁY º��Ì��ÅZ��̈ ��» Y|��f��]Y �Z��f���Â��¿ ¾��ËY �{

º��Ì��ÅZ��̈ ��» ���] ���Ë���� É�Á���» Á Ã|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ É�Y{���] �Á� Á{ É������¿ É�Ä��À��Ì��»�����Ì��a ���z��]

���̂��e���» cZ��Ì��]{Y �Á���» Ä��] ½M �Y ���a �º��Ì��f���Y{ É�Â�����¿Z��e Ê��³���ËÁ ����ÅZ��̄ ÉZ��Å��Á� Ê��y���] Á É�Â�����¿Z��e ���̂��m Ê��̧���Y

%&, &RPSHWLWLRQ ÉZ��Å�Ã{Y{ ��Y{���a ÉY���] Ã|��� Ã{Z��̈ ��f���Y É�Y{���] ÉZ��Å��Á� �Á���» ¶��»Z��� Ä��̄ º��Ì��f��yY{���a Ã�Á���a

Ä��f�����]YÁ ÉZ��Å�¶��Ì�����¿Z��f��a Z��] ���̂��e���» cZ�� ��·Z�����» �{ É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ÉZ��Å��Á� {���]�Z��̄ ¾��Ì��À��q�º��Å Á ,,,�'DWDVHW ,,

�d���Y {Y|��y� Ä��]

���
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É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e ���] Ê��À��f��̂��» Ê��³���ËÁ ���ÅZ��̄ 5|��Ë|��m �Á� ®��Ë 5É|��À��]�µÂ��»���§ Ä��»Z��¿�½Z��ËZ��a ¾��ËY �{

�Z�����f��yY Ä��] Z��Ë ,+LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQLQDW $QDO\VLV Y� ½M Ä��̄ º��Ë{���̄ Ê��§��� ��»

Ã{Y{ t��Ì���Â��e É������¿ É�Ä��À��Ì�����Ì��a �{ Ä��̄ d���Y 65'$ �Á� É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e �Á� ¾��ËY �º��Ë|��Ì��»Z��¿ ,+265'$

½Z�����¿ Á º��Ë{���̄ Ä��̂���Z��v��» _Ô��§ {Y|�� ��e \�����u ���] Y� É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� Ê��eZ��̂���Z��v��» Ê��³|��Ì��r��Ì��a ¾��Ì��À��q�º��Å� �|���

Ä��̄ d���Y O(KI�) É�Ä��̂��e���» �Y º��f��Ë�Â��́ ��·Y 5Ê��̧���Y É�Ä��¬��̧��u �Y �Y���°��e ���Å �{ I� × I� ×K 5�Â�����¿Z��e ®��Ë ÉY���] º��Ë{Y{

Ê�������] É�Z����Ä��Ì��̂��� �{ Y� É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��ËY���́ ��¼��Å É�Y|��ËZ��a Á ���f��»Y�Z��a [Z��z��f��¿Y É�ÃÂ��Ì��� �I = max(I�, I�)

Ä��] ½M Ê��ËY���́ ��¼��Å Á {�Y{ Ê��̂�����¿ É�Y|��ËZ��a ®��Ë �Y�Ê��ËY���́ ��¼��Å �{ º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ä��̄ º��Ë{Y{ ½Z�����¿ Ä��]���n��e Ä��] Á º��Ë{���̄

�d�����Ì��¿ Ä��f�����]YÁ ��Â��»M ÉZ��Å�Ã{Y{ ÉZ��Å�Ê��³���ËÁ

Ä��] �Â��]���» 3��� VSHOOHU ®��Ë ���f��̄ Y�Z��̄ ���Ì��z�����e ÉY���] ½M �Y É{Z��Æ��À�����Ì��a º��f��Ë�Â��́ ��·Y Ê��]Z��Ë��Y ÉY���]

¾��Ì��́ ��¿Z��Ì��» �Â��� Ä��] É{Z��Æ��À�����Ì��a �Á� �º��Ë{���̄ Ã{Z��̈ ��f���Y %&, &RPSHWLWLRQ ,,,�'DWDVHW ,, ½Z��³{Y{�Ä���Â��¼��n��»

���Ì��z�����e d��«{ Ä��] \��Ì��e���e Ä��] ,{Â��� Ã{Z��̈ ��f���Y ®��Ë���v��e ���Å ÉY���] �Y���°��e � Á �� ,�� Ä��̄ Ê��¿Z��»� Ã�Â��� Á{ ÉY���]

Ä���Â��¼��n��» ¾��ËY ���] Ã|��� ��Y���³ l��ËZ��f��¿ ���ËZ��� Z��] Ä�����ËZ��¬��» ¶��]Z��« Ô��»Z��̄ Ä��̄ d��§Z��Ë d���{ ��/� Á �� ,��/� ���f��̄ Y�Z��̄

|�� ��4] Z��] ����Z��À��f��» ¶��»Z��� ���Ë���eZ��» ÉÁ� �Y +265'$ ÉZ�����§���Ë� �{ Y� Z��Å�µZ��¿Z��̄ Ê��Å{�½�Á ���Ì��¿ ½Z��ËZ��a �{ �d���Y Ã{Y{

�d���Y ���̂��f�� ��» Ã|��� ¹Z��n��¿Y Ê��Å{�½�Á Ä��̄ º��Ë|��Ë{ cZ��Ì��]{Y Z��] Ä�����ËZ��¬��» Z��] Á º��Ë{���̄ Ê�������] µZ��¿Z��̄

Ä��] Á º��Ë{���̄ Ê��§��� ��» Y� ½M É�Â�����¿Z��e É{Z��Æ��À�����Ì��a ¹���§ Á 3��� VSHOOHU d������a���� ½Á|��] |��À��]�Ä��¬��̂��� ¾��Ì��À��q�º��Å

º��Ë{���̄ s������» Y� Ê��̧��̄ É�Ã�Y���³ Á{ Ã�Z��]�¾��ËY �{ �º��Ì��f��yY{���a �Á� ¾��ËY ½{���̄ É�Â�����¿Z��e d��Ì��¬��§Â��» ¹|��� ¶��ËÓ{ Ê�������]

{Â��̂��Æ��] h���Z��] |��¿YÂ��e�Ê��¼��¿ É�Y���°��e ÉZ��Å�º��f��Ë�Â��́ ��·Y 5É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e �� �|��¿�Y{ É���f�����Ì��] Ê�������] Ä��] �Z��Ì��¿ Z��f�� ��Ì��̂��� Ä��̄

Z��Ë� ÉZ��Å�Y{���] ¾��Ì��¼��z��e Ä��] �Â��]���» É�Y���°��e É�Ä��¬��̧��u Ä��̄ |���Z��] ¾��ËY |��¿YÂ��e�Ê��» º��Å ©Z��̈ ��eY ¾��ËY ¶��Ì��·{ �{Â��� Z��Å�½M

Ä��̄ Ê��ËZ��Å��Á� É�Â�����¿Z��e º��Ì��¼�� ��e �� �{Â����Ê��» º��f��Ë�Â��́ ��·Y É�Y|��ËZ��aZ��¿ h���Z��] É�Â�����¿Z��e É�Ä��Ë���n��e É�Ä��ËZ��a �ÉZ��Å����Ë���eZ��»

�Ä��f��§���³ ������¿ �{ �½M µZ��j��»Y Á� É���̄ ���» |��u É�Ä��Ì�����« É�Ä������YÁ Ä��] Ä��̄ Ê��ËZ��Å�����§ É�Y���«���] ,|��¿�Y{ É�Z��»M ÉZ��À��̂��»

�{Â��� l��ËZ��f��¿ ½|��� ���e|��] h���Z��] |��¿YÂ��e�Ê��» Z��Å�½M ½{���̄ É�Â�����¿Z��e ¶��Ì��·{ ¾��Ì��¼��Å Ä��] �{���]�Ê��» ¾��Ì��] �Y Y� |��¿Â����Ê��»

Z��Å{Z��Æ��À�����Ì��a ���

Ä��WY�Y Ã|��À��ËM ÉZ��Å�Z��̄ ÉY���] ���Ë� cY{Z��Æ��À�����Ì��a ,|��»M d���{ Ä��] ���ÅÁ���a ¾��ËY ¶��uY���» �{ Ä��̄ Ê��eZ��Ì��]���n��e �Z���Y ���]

�{Â����Ê��»
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ÃY���¼��Å ÉY���] Y� É|��Ë|��m �Z��f��yZ��� +265'$ ,|��� Ã{Y{ t��Ì���Â��e Ô��̂��« Ä��̄ �Â����½�Z��¼��Å �+265'$����f�����³
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���mY���»

>�@ /� :� /LK� ³0XOWL�FKDQQHO H[WUDFWLRQ PHWKRGV IRU HYHQW�UHODWHG SRWHQWLDOV�´ 3K�'� GLV�
VHUWDWLRQ� &XUWLQ 8QLYHUVLW\� 'HSDUWPHQW RI (OHFWULFDO DQG &RPSXWHU (QJLQHHULQJ� �����

>�@ 8� +RIIPDQQ HW DO�� ³$Q HIILFLHQW S����EDVHG EUDLQ�FRPSXWHU LQWHUIDFH IRU GLVDEOHG VXE�
MHFWV�´ -RXUQDO RI 1HXURVFLHQFH PHWKRGV� YRO� ���� QR� �� SS� ���±���� �����

>�@ 7� *� .ROGD DQG %� :� %DGHU� ³7HQVRU GHFRPSRVLWLRQV DQG DSSOLFDWLRQV�´ 6,$0 UHYLHZ�
YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>�@ +� $� .LHUV� ³7RZDUGV D VWDQGDUGL]HG QRWDWLRQ DQG WHUPLQRORJ\ LQ PXOWLZD\ DQDO\VLV�´
-RXUQDO RI FKHPRPHWULFV� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>�@ /� 'H /DWKDXZHU HW DO�� ³$ PXOWLOLQHDU VLQJXODU YDOXH GHFRPSRVLWLRQ�´ 6,$0 MRXUQDO RQ
0DWUL[ $QDO\VLV DQG $SSOLFDWLRQV� YRO� ��� QR� �� SS� ����±����� �����

>�@ $� &LFKRFNL HW DO�� 1RQQHJDWLYH PDWUL[ DQG WHQVRU IDFWRUL]DWLRQV� DSSOLFDWLRQV WR H[�
SORUDWRU\ PXOWL�ZD\ GDWD DQDO\VLV DQG EOLQG VRXUFH VHSDUDWLRQ� -RKQ :LOH\ 	 6RQV�
�����

>�@ 7� *� .ROGD� 0XOWLOLQHDU RSHUDWRUV IRU KLJKHU�RUGHU GHFRPSRVLWLRQV� 8QLWHG 6WDWHV�
'HSDUWPHQW RI (QHUJ\� �����

>�@ 0� 0¡UXS HW DO�� ³3DUDOOHO IDFWRU DQDO\VLV DV DQ H[SORUDWRU\ WRRO IRU ZDYHOHW WUDQVIRUPHG
HYHQW�UHODWHG HHJ�´ 1HXUR,PDJH� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>�@ 0� 0¡UXS HW DO�� ³6KLIW�LQYDULDQW PXOWLOLQHDU GHFRPSRVLWLRQ RI QHXURLPDJLQJ GDWD�´
1HXUR,PDJH� YRO� ��� QR� �� SS� ����±����� �����

>��@ )� &RQJ HW DO�� ³%HQHILWV RI PXOWL�GRPDLQ IHDWXUH RI PLVPDWFK QHJDWLYLW\ H[WUDFWHG E\
QRQ�QHJDWLYH WHQVRU IDFWRUL]DWLRQ IURP HHJ FROOHFWHG E\ ORZ�GHQVLW\ DUUD\�´ ,QWHUQD�
WLRQDO MRXUQDO RI QHXUDO V\VWHPV� YRO� ��� QR� ��� S� �������� �����

>��@ .� 9DQGHUSHUUHQ HW DO�� ³6LQJOH WULDO HUS UHDGLQJ EDVHG RQ SDUDOOHO IDFWRU DQDO\VLV�´ 3V\�
FKRSK\VLRORJ\� YRO� ��� QR� �� SS� ��±���� �����

>��@ %&, &RPSHWLWLRQ ,,,� 'DWDVHW ,, GLVFULSWLRQ� >2QOLQH@� $YDLODEOH� KWWS���ZZZ�EEFL�GH�
FRPSHWLWLRQ�LLL�

>��@ $� 5DNRWRPDPRQM\ DQG 9� *XLJXH� ³%FL FRPSHWLWLRQ LLL� GDWDVHW LL�HQVHPEOH RI VYPV
IRU EFL S��� VSHOOHU�´ ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ %LRPHGLFDO (QJLQHHULQJ� YRO� ��� QR� �� SS�
����±����� �����

���
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>��@ 6� -� /XFN� $Q LQWURGXFWLRQ WR WKH HYHQW�UHODWHG SRWHQWLDO WHFKQLTXH� 0,7 SUHVV� �����

>��@ $� &LFKRFNL HW DO�� ³1RQLQYDVLYH EFLV� 0XOWLZD\ VLJQDO�SURFHVVLQJ DUUD\ GHFRPSRVL�
WLRQV�´ ,((( &RPSXWHU� YRO� ��� QR� ��� SS� ��±��� �����

>��@ <� =KDQJ HW DO�� ³6SDWLDO�WHPSRUDO GLVFULPLQDQW DQDO\VLV IRU HUS�EDVHG EUDLQ�FRPSXWHU
LQWHUIDFH�´ ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ 1HXUDO 6\VWHPV DQG 5HKDELOLWDWLRQ (QJLQHHULQJ�
YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ '� &DL HW DO�� ³6UGD� $Q HIILFLHQW DOJRULWKP IRU ODUJH�VFDOH GLVFULPLQDQW DQDO\VLV�´ ,(((
7UDQVDFWLRQV RQ .QRZOHGJH DQG 'DWD (QJLQHHULQJ� YRO� ��� QR� �� SS� �±��� �����

>��@ $� &LFKRFNL HW DO�� ³7HQVRU GHFRPSRVLWLRQV IRU VLJQDO SURFHVVLQJ DSSOLFDWLRQV IURP WZR�
ZD\ WR PXOWLZD\ FRPSRQHQW DQDO\VLV�´ DU;LY SUHSULQW DU;LY����������� �����

>��@ /� 5� 7XFNHU� ³6RPH PDWKHPDWLFDO QRWHV RQ WKUHH�PRGH IDFWRU DQDO\VLV�´ 3V\FKRPH�
WULND� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ $� 3KDQ DQG $� &LFKRFNL� ³7HQVRU GHFRPSRVLWLRQV IRU IHDWXUH H[WUDFWLRQ DQG FODVVLILFD�
WLRQ RI KLJK GLPHQVLRQDO GDWDVHWV�´ 1RQOLQHDU WKHRU\ DQG LWV DSSOLFDWLRQV� ,(,&(� YRO� ��
QR� �� SS� ��±��� �����

>��@ 5� %UR DQG +� .LHUV� ³$ QHZ HIILFLHQW PHWKRG IRU GHWHUPLQLQJ WKH QXPEHU RI FRPSR�
QHQWV LQ SDUDIDF PRGHOV�´ -RXUQDO RI FKHPRPHWULFV� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ $� &LFKRFNL� ³7HQVRU GHFRPSRVLWLRQV� D QHZ FRQFHSW LQ EUDLQ GDWD DQDO\VLV"´ DU;LY
SUHSULQW DU;LY����������� �����

>��@ )� &RQJ HW DO�� ³7HQVRU GHFRPSRVLWLRQ RI HHJ VLJQDOV� $ EULHI UHYLHZ�´ -RXUQDO RI QHX�
URVFLHQFH PHWKRGV� YRO� ���� SS� ��±��� �����

>��@ 6� <DQ HW DO�� ³'LVFULPLQDQW DQDO\VLV ZLWK WHQVRU UHSUHVHQWDWLRQ�´ LQ ,((( &RPSXWHU
6RFLHW\ &RQIHUHQFH RQ &RPSXWHU 9LVLRQ DQG 3DWWHUQ 5HFRJQLWLRQ� ����� &935 �����
YRO� �� ,(((� ����� SS� ���±����

>��@ :� =KDQJ HW DO�� ³7HQVRU OLQHDU ODSODFLDQ GLVFULPLQDWLRQ �WOOG� IRU IHDWXUH H[WUDFWLRQ�´
3DWWHUQ 5HFRJQLWLRQ� YRO� ��� QR� �� SS� ����±����� �����

>��@ '� =KDR HW DO�� ³/LQHDU ODSODFLDQ GLVFULPLQDWLRQ IRU IHDWXUH H[WUDFWLRQ�´ LQ ,((( &RQ�
IHUHQFH RQ &RPSXWHU 9LVLRQ DQG 3DWWHUQ 5HFRJQLWLRQ� ����� &935¶��� ,(((� �����
SS� �±��

>��@ %� :� %DGHU DQG 7� *� .ROGD� ³$OJRULWKP ���� 0$7/$% WHQVRU FODVVHV IRU IDVW DOJR�
ULWKP SURWRW\SLQJ�´ $&0 7UDQVDFWLRQV RQ 0DWKHPDWLFDO 6RIWZDUH� YRO� ��� QR� �� SS�
���±���� 'HFHPEHU �����

>��@ %� :� %DGHU HW DO� ������ 0DWODE WHQVRU WRROER[ YHUVLRQ ���� >2QOLQH@� $YDLODEOH�
KWWS���ZZZ�VDQGLD�JRY�aWJNROGD�7HQVRU7RROER[�

>��@ %&, &RPSHWLWLRQ ,,,� 'DWD VHW ,,� 3��� VSHOOHU SDUDGLJP� >2QOLQH@� $YDLODEOH�
KWWS���ZZZ�EEFL�GH�FRPSHWLWLRQ�LLL�

>��@ 1� 5� 'UDSHU DQG +� 6PLWK� $SSOLHG UHJUHVVLRQ DQDO\VLV� �UG HG� -RKQ :LOH\ 	 6RQV�
�����

http://www.sandia.gov/~tgkolda/TensorToolbox/
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>��@ '� -� .UXVLHQVNL HW DO�� ³7RZDUG HQKDQFHG S��� VSHOOHU SHUIRUPDQFH�´ -RXUQDO RI QHX�
URVFLHQFH PHWKRGV� YRO� ���� QR� �� SS� ��±��� �����

>��@ 0� 6DOYDULV DQG )� 6HSXOYHGD� ³:DYHOHWV DQG HQVHPEOH RI IOGV IRU S��� FODVVLILFDWLRQ�´
LQ �WK ,QWHUQDWLRQDO ,(((�(0%6 &RQIHUHQFH RQ 1HXUDO (QJLQHHULQJ� ����� 1(5¶���
,(((� ����� SS� ���±����

>��@ +� &HFRWWL DQG $� *UlVHU� ³&RQYROXWLRQDO QHXUDO QHWZRUNV IRU S��� GHWHFWLRQ ZLWK DSSOL�
FDWLRQ WR EUDLQ�FRPSXWHU LQWHUIDFHV�´ ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ 3DWWHUQ $QDO\VLV DQG 0D�
FKLQH ,QWHOOLJHQFH� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ -� 0|FNV� ³'HFRPSRVLQJ HYHQW�UHODWHG SRWHQWLDOV� D QHZ WRSRJUDSKLF FRPSRQHQWV
PRGHO�´ %LRORJLFDO 3V\FKRORJ\� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ -� 0RHFNV� ³7RSRJUDSKLF FRPSRQHQWV PRGHO IRU HYHQW�UHODWHG SRWHQWLDOV DQG VRPH ELR�
SK\VLFDO FRQVLGHUDWLRQV�´ ,((( WUDQVDFWLRQV RQ ELRPHGLFDO HQJLQHHULQJ� YRO� �� QR� ���
SS� ���±���� �����

>��@ $� 6� )LHOG DQG '� *UDXSH� ³7RSRJUDSKLF FRPSRQHQW �SDUDOOHO IDFWRU� DQDO\VLV RI PXOWL�
FKDQQHO HYRNHG SRWHQWLDOV� SUDFWLFDO LVVXHV LQ WULOLQHDU VSDWLRWHPSRUDO GHFRPSRVLWLRQ�´
%UDLQ 7RSRJUDSK\� YRO� �� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ )� 0LZDNHLFKL HW DO�� ³'HFRPSRVLQJ HHJ GDWD LQWR VSDFH±WLPH±IUHTXHQF\ FRPSRQHQWV
XVLQJ SDUDOOHO IDFWRU DQDO\VLV�´ 1HXUR,PDJH� YRO� ��� QR� �� SS� ����±����� �����

>��@ &� 6� +HUUPDQQ HW DO�� ³0HPRU\�PDWFKHV HYRNH KXPDQ JDPPD�UHVSRQVHV�´ %0& QHX�
URVFLHQFH� YRO� �� QR� �� S� ��� �����

>��@ 0� 1LNQD]DU HW DO�� ³%OLQG VRXUFH VHSDUDWLRQ RI XQGHUGHWHUPLQHG PL[WXUHV RI HYHQW�
UHODWHG VRXUFHV�´ 6LJQDO 3URFHVVLQJ� YRO� ���� SS� ��±��� �����

>��@ )� &RQJ HW DO�� ³0XOWL�GRPDLQ IHDWXUH RI HYHQW�UHODWHG SRWHQWLDO H[WUDFWHG E\ QRQQHJD�
WLYH WHQVRU IDFWRUL]DWLRQ� � YV� �� HOHFWURGHV HHJ GDWD�´ LQ /DWHQW 9DULDEOH $QDO\VLV DQG
6LJQDO 6HSDUDWLRQ� 6SULQJHU� ����� SS� ���±����

>��@ 1� 1RYLWVNL\ HW DO�� ³7KH EROG FRUUHODWHV RI WKH YLVXDO S� DQG Q� LQ VLQJOH�WULDO DQDO\VLV RI
VLPXOWDQHRXV HHJ�IPUL UHFRUGLQJV GXULQJ D VSDWLDO GHWHFWLRQ WDVN�´ 1HXURLPDJH� YRO� ���
QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ )� &RQJ HW DO�� ³&ODVVLI\LQJ KHDOWK\ FKLOGUHQ DQG FKLOGUHQ ZLWK DWWHQWLRQ GHILFLW WKURXJK
IHDWXUHV GHULYHG IURP VSDUVH DQG QRQQHJDWLYH WHQVRU IDFWRUL]DWLRQ XVLQJ HYHQW�UHODWHG
SRWHQWLDO�´ LQ /DWHQW 9DULDEOH $QDO\VLV DQG 6LJQDO 6HSDUDWLRQ� 6SULQJHU� ����� SS�
���±����

>��@ )� &RQJ HW DO�� ³)HDWXUH H[WUDFWLRQ E\ QRQQHJDWLYH WXFNHU GHFRPSRVLWLRQ IURP HHJ
GDWD LQFOXGLQJ WHVWLQJ DQG WUDLQLQJ REVHUYDWLRQV�´ LQ 1HXUDO ,QIRUPDWLRQ 3URFHVVLQJ�
6SULQJHU� ����� SS� ���±����

>��@ $� 2QLVKL HW DO�� ³7HQVRU FODVVLILFDWLRQ IRU S����EDVHG EUDLQ FRPSXWHU LQWHUIDFH�´ LQ
,((( ,QWHUQDWLRQDO &RQIHUHQFH RQ $FRXVWLFV� 6SHHFK DQG 6LJQDO 3URFHVVLQJ �,&$663��
����� ,(((� ����� SS� ���±����



��� ���mY���»

>��@ *� +� *ROXE DQG &� )� 9DQ /RDQ� 0DWUL[ FRPSXWDWLRQV� -+8 3UHVV� ����� YRO� ��

>��@ /� 1� 7UHIHWKHQ DQG '� %DX ,,,� 1XPHULFDO OLQHDU DOJHEUD� 6LDP� ����� YRO� ���

>��@ (� 'RQFKLQ HW DO�� ³7KH PHQWDO SURVWKHVLV� DVVHVVLQJ WKH VSHHG RI D S����EDVHG EUDLQ�
FRPSXWHU LQWHUIDFH�´ ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ 5HKDELOLWDWLRQ (QJLQHHULQJ� YRO� �� QR� ��
SS� ���±���� �����

>��@ /� $� )DUZHOO DQG (� 'RQFKLQ� ³7DONLQJ RII WKH WRS RI \RXU KHDG� WRZDUG D PHQWDO
SURVWKHVLV XWLOL]LQJ HYHQW�UHODWHG EUDLQ SRWHQWLDOV�´ (OHFWURHQFHSKDORJUDSK\ DQG FOLQ�
LFDO 1HXURSK\VLRORJ\� YRO� ��� QR� �� SS� ���±���� �����

>��@ 6� 7KHRGRULGLV DQG .� .RXWURXPEDV� 3DWWHUQ UHFRJQLWLRQ� $FDGHPLF SUHVV� �����

>��@ 3� -� .LQGHUPDQV HW DO�� ³$ ED\HVLDQ PRGHO IRU H[SORLWLQJ DSSOLFDWLRQ FRQVWUDLQWV WR
HQDEOH XQVXSHUYLVHG WUDLQLQJ RI D S����EDVHG EFL�´ 3OR6 RQH� YRO� �� QR� �� S� H������
�����

>��@ &� 0� %LVKRS� 3DWWHUQ UHFRJQLWLRQ DQG 0DFKLQH /HDUQLQJ� 6SULQJHU� �����

>��@ %&, &RPSHWLWLRQ ,,,� 'DWD VHW ,,� 3��� VSHOOHU SDUDGLJP� >2QOLQH@� $YDLODEOH�
KWWS���ZZZ�EEFL�GH�FRPSHWLWLRQ�LL�

http://www.bbci.de/competition/ii/
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Y

&URVV 9DOLGDWLRQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ¶��]Z��¬��f��» Ê��n��À����Z��̂��f���Y

'LVFULPLQDQW $QDO\VLV � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ê��°��Ì��°��̈ ��e ���Ì��·Z��¿M

[

ILW � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���Y���]

_

(YHQW 5HODWHG 3RWHQWLDO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � {Y|��y� Ä��] Ä��f�����]YÁ ¶��Ì�����¿Z��f��a

c

7ULDO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � d��̂��i�®��e

,WHUDWLYH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � É�Y���°��e

5HSHWLWLRQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Y���°��e

���
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�

%UDLQ &RPSXWHU ,QWHUIDFH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Ä��¿Z��ËY�����¤��» ���]Y�
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$%675$&7
7HQVRUV DUH YDOXDEOH WRROV WR UHSUHVHQW ((* GDWD� 7XFNHU GHFRPSRVLWLRQ LV WKH PRVW
XVHG WHQVRU GHFRPSRVLWLRQ LQ PXOWLGLPHQVLRQDO GLVFULPLQDQW DQDO\VLV DQG WHQVRU H[�
WHQVLRQ RI /'$ �+LJKHU 2UGHU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV�+2'$� LV D SRSXODU WHQVRU
GLVFULPLQDQW PHWKRG XVHG IRU GDWD RI (53�EDVHG %&,V� ,Q WKLV 7KHVLV ZH LQWURGXFH
D QHZ WHQVRU�EDVHG IHDWXUH UHGXFWLRQ WHFKQLTXH� QDPHG +LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5H�
JUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV �+265'$�� ZLWK DSSOLFDWLRQ LQ 3����EDVHG %&,V�
7KH SURSRVHG PHWKRG �+265'$� LV D WHQVRU H[WHQVLRQ RI 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LV�
FULPLQDQW $QDO\VLV �65'$� DQG FDVWV WKH HLJHQSUREOHP RI +2'$ WR D UHJUHVVLRQ
SUREOHP DQG WKHUHIRUH RYHUFRPH WKH SUREDEOH LVVXH RI VLQJXODULW\ RI VFDWWHUPDWULFHV�
$OVR� WKH IRUPXODWLRQ RI +265'$ FDQ SURYLGH WKH DELOLW\ RI DGGLQJ UHJXODUL]DWLRQ
FRQVWUDLQV WR WKH IDFWRU PDWULFHV RI WKH GLVFULPLQDQW VXEVSDFH� $GGLWLRQDOO\� ZKHQ
WKH GLPHQVLRQ DQG QXPEHU RI GDWD DUH YHU\ ODUJH� WKH UHJUHVVLRQ SUREOHP FDQ EH
VROYHG YLD HIILFLHQW LWHUDWLYH DOJRULWKPV� :H DSSOLHG +265'$ RQ GDWD RI D 3���
VSHOOHU IURP %&, FRPSHWLWLRQ ,,, DQG UHDFKHG DYHUDJH FKDUDFWHU GHWHFWLRQ DFFXUDF\
������ ���� DQG ����� IRU WKH WZR VXEMHFWV� ZKHQ ��� ��� DQG � UHSHWLWLRQV DUH
XVHG IRU HDFK LQWHQVLILFDWLRQ� +265'$ KDV SURYHG LWV KLJK�DFFXUDF\ SHUIRUPDQFH
LQ 3����EDVHG %&, DQG RXWSHUIRUPV DOPRVW DOO WKH SUHYLRXV PHWKRGV RQ WKH XVHG
GDWDVHW� +265'$� DV D QHZ PXOWLZD\ IHDWXUH UHGXFWLRQ WHFKQLTXH� KDV D KLJK SHU�
IRUPDQFH IRU XVDJH LQ 3����EDVHG %&, DQG FDQ RSHQ D QHZ IUDPHZRUN IRU DGGLQJ
GLIIHUHQW UHJXODUL]DWLRQ FRQVWUDLQWV LQ KLJKHU RUGHU IHDWXUH UHGXFWLRQ SUREOHP�
2Q WKH RWKHU VLGH RI WKH WKHVLV� ZH KDYH SURSRVHG WKH WHQVRUL]HG IRUPXODWLRQ RI XQ�
VXSHUYLVHG FODVVLILFDWLRQ LQ 3��� VSHOOHU DQG GLVFXVVHG WKH UHDVRQV RI ZK\ LW FDQQRW
SHUIRUP DW OHDVW WKH VDPH TXDOLW\ RI WKH YHFWRU�EDVHG IRUPXODWLRQ�
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�� (YHQW 5HODWHG 3RWHQWLDO
�� 7HQVRU 'HFRPSRVLWLRQ
�� 7XFNHU 'HFRPSRVLWLRQ
�� +LJKHU 2UGHU 6SHFWUDO 5HJUHVVLRQ 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV �+265'$�
�� +LJKHU 2UGHU 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV �+2'$�
�� 6SDWLDO�7HPSRUDO 'LVFULPLQDQW $QDO\VLV �67'$�
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